
ハミルトン・ヤコビ方程式の変数分離

ハミルトン・ヤコビ方程式の解を求める方法として変数分離を使った例を見ていきます。

ポテンシャルのない場合と中心力の場合を求めています。

　正準変換前の正準変数を q, p、変換後を Q,P とし、q, p,Q, P は q = (q1, q2, . . . qn)として n個の変数を持つと

表記します。変換前のハミルトニアンはH、変換後はK とし、母関数 S(q, P, t)によって

K(Q,P, t) = 0 (1a)

K = H +
∂S(q, P, t)

∂t
(1b)

pi =
∂S(q, P, t)

∂qi
(1c)

Qi =
∂S(q, P, t)

∂Pi
(1d)

det
∂2S

∂qi∂Pj
̸= 0 (1e)

となるように変換することで、ハミルトン・ヤコビ方程式は

H(q,
∂S

∂q
, t) +

∂S

∂t
= 0

ハミルトン・ヤコビ方程式は 1階偏微分方程式なので、一般解 (任意関数を含む解)を求めるのは大変です。しか

し、一般解が必要になることはほぼなく、完全解 (complete solution, complete integral)と呼ばれるものが求まれ

ば十分になっています。完全解は独立変数と同じ数の定数を含む解のことです。今の場合は、独立変数は qiと tの

n+ 1個です。

　変換後の Q,P による正準方程式は

dQi

dt
= 0 ,

dPi

dt
= 0

となっているので、これらは定数です。それらを αi, βi として、

Pi = αi , Qi = βi =
∂S(q, α, t)

∂αi

α1, . . . , αnも αと表記しています。S(q, α, t)は n個の定数を含むので、後 1個の定数を加えれば完全解になりま

す。これは、S はハミルトン・ヤコビ方程式に微分の形でしか出てこないことから

S(q, α, t) + αn+1
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とすればいいだけです。しかし、座標と運動量は母関数の微分から求められるので、αn+1は寄与しません。とい

うわけで、αn+1は無視して S(q, α, t)を完全解と呼んでしまいます。これと (1d)を合わせることで、もとの正準

変数 qi = qi(β, α, t), pi = pi(β, α, t)が求まります。

　実際に、S(q, α, t)が正準方程式を満たすことを確かめておきます。(1d)を時間微分すると

βi =
∂S(q, α, t)

∂αi

0 =
d

dt

∂S(q, α, t)

∂αi

=

n∑
j=1

dqj
dt

∂

∂qj

∂S(q, α, t)

∂αi
+

∂

∂t

∂S(q, α, t)

∂αi

ハミルトン・ヤコビ方程式は αi で微分すると

0 =
∂

∂αi
H(q, p(q, α, t), t) +

∂

∂αi

∂S

∂t
=

n∑
j=1

∂pj
∂αi

∂

∂pj
H(q, p(q, α, t), t) +

∂

∂αi

∂S

∂t

これを使えば

0 =

n∑
j=1

dqj
dt

∂2S(q, α, t)

∂qj∂αi
+

∂2S(q, α, t)

∂t∂αi

=

n∑
j=1

dqj
dt

∂2S(q, α, t)

∂qj∂αi
−

n∑
j=1

∂pj
∂αi

∂

∂pj
H(q, p(q, α, t), t)

=

n∑
j=1

dqj
dt

∂2S

∂qj∂αi
−

n∑
j=1

∂

∂αi

∂S

∂qj

∂H

∂pj

=

n∑
j=1

∂2S

∂qj∂αi
(
dqj
dt

− ∂H

∂pj
)

S の微分は条件 (1e)から全て 0になることはないので

dqj
dt

=
∂H

∂pj

となり、(1c)に対しても同様に行えば

dpj
dt

= −∂H

∂qj

として、正準方程式が出てきます。

　ハミルトニアンが陽に時間依存していなければ、ハミルトン・ヤコビ方程式は
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H(q,
∂S

∂q
) = −∂S

∂t

左辺に tがいないので、S は

S(q, α, t) = G(q, α)− E(α)t (2)

と書けます。E が qi に依存すると ∂S/∂q に引っ掛かるので、αi にだけ依存させています。Gはハミルトンの特

性関数 (characterstic function)と呼ばれます。これによって

H(q,
∂S

∂q
) = E(α)

となるので、E は力学的エネルギーです。

　同じことは循環座標 (ハミルトニアンに現れない座標)がある場合でも言えます。qnが循環座標なら、ハミルト

ン・ヤコビ・方程式は

H(q1, . . . , qn−1,
∂S

∂q1
, . . . ,

∂S

∂qn
, t) = −∂S

∂t

qn が出てこないためには

S = S′(q1, . . . , qn−1, α1, . . . , αn−1, t) + αnqn (3)

とすればいいです。これによってハミルトン・ヤコビ方程式は

H(q1, . . . , qn−1,
∂S′

∂q1
, . . . ,

∂S′

∂qn−1
, αn, t) = −∂S′

∂t

となり、qn が現れません。循環座標が増えても、αlql + · · ·+ αn−1qn−1 が加わるようになるだけです。

　変数分離によって完全解を求める方法を見ていきます。まず、ポテンシャルのない自由粒子として、具体的に求

めます。デカルト座標 qi = (x, y, z)としてハミルトニアンは

H =
p2

2m
=

1

2m
(p2x + p2y + p2z) (pi =

∂S

∂qi
)

pは 3次元運動量です。このときのハミルトン・ヤコビ方程式は

1

2m

(
(
∂S

∂x
)2 + (

∂S

∂y
)2 + (

∂S

∂z
)2
)
+

∂S

∂t
= 0
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x, y, z, tがそれぞれ別れているので、S の形を

S(x, y, z, α, t) = X(x, α) + Y (y, α) + Z(z, α) + T (t, α) (4)

として、変数が別れた形を仮定します。そうすると

1

2m

(
(
∂S

∂x
)2 + (

∂S

∂y
)2 + (

∂S

∂z
)2
)
+

∂S

∂t
=

1

2m

(
(
dX

dx
)2 + (

dY

dy
)2 + (

dZ

dz
)2
)
+

dT

dt

変数が 1つになるので常微分にしています。これから

1

2m

(
(
dX

dx
)2 + (

dY

dy
)2 + (

dZ

dz
)2
)
+

dT

dt
= 0 (5)

左辺の各項はそれぞれ x, y, z, tに依存しており、それらの和は 0です。このため、各項はそれぞれが定数になる必

要があり、定数 ax, ay, az によって

∂X

∂x
= ax ⇒ X = axx ,

∂Y

∂y
= ay ⇒ Y = ayy ,

∂Z

∂z
= az ⇒ Z = azz

∂T

∂t
= − 1

2m
(a2x + a2y + a2z) ⇒ T = − 1

2m
(a2x + a2y + a2z)t

これらによって、定数を 3個含む完全解として

S(x, y, z, ax, ay, az, t) = axx+ ayy + azz −
1

2m
(a2x + a2y + a2z)t

px =
∂S

∂x
= ax , py =

∂S

∂y
= ay , pz =

∂S

∂z
= az

ハミルトニアンが時間を含んでいないので、(2)の形になります。このように、変数を分離することで解が見つか

ります。また、3個の定数 ax, ay, az は Pi = αi なので、定数 Qi = βi は

Qx =
∂S

∂Px

βx =
∂S

∂ax

= x− 1

m
axt

x =
1

m
axt+ βx

他も同様で、等速直線運動となります。
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　今の求め方を一般化します。時間を含まないとして、ハミルトニアンH が

H(q1, . . . , qn, p1, . . . , pn) = h1(q1, p1) + · · ·+ hn(qn, pn)

S(q, α, t) = G(q, α)− E(α)t

と分解できる形になっているとします。そうすると、ハミルトン・ヤコビ方程式は

h1(q1,
∂S

∂q1
) + · · ·+ hn(qn,

∂S

∂qn
) = E(α)

左辺は

hi(qi,
∂S

∂qi
) = hi(qi,

∂G

∂qi
)

なので、Gを

G(q, α) = g1(q1, α1) + · · ·+ gn(qn, αn)

と分解でき

h1(q1,
∂g1
∂q1

) + · · ·+ hn(qn,
∂gn
∂qn

) = E(α)

左辺の各項はそれぞれが qi に依存しており、その和は定数になります。このため、左辺の各項は定数です。右辺

は定数 αi に依存しているので、左辺の各項は αi に依存するとして

hi(qi,
∂gi
∂qi

) = ei(αi)

ei は適当な関数で、E(α)は

E(α) = e1(α1) + · · ·+ en(αn)

自由粒子の場合はこれにそのまま当てはまります。ハミルトニアンは

H =
1

2m
(p2x + p2y + p2z) = hx + hy + hz
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となっているので、S の形を

S = gx(x, αx) + gy(y, αy) + gz(z, αz)− E(αx, αy, αz)t

と仮定でき、ハミルトン・ヤコビ方程式は

0 =
1

2m

(
(
∂S

∂x
)2 + (

∂S

∂y
)2 + (

∂S

∂z
)2
)
+

∂S

∂t
=

1

2m

(
(
∂gx
∂x

)2 + (
∂gy
∂y

)2 + (
∂gz
∂z

)2
)
+

∂

∂t
(Et)

これらは (4),(5)と同じです。

　循環座標を含む例として、中心力によるポテンシャル U(r)がある場合を求めます。まず、極座標でハミルトニ

アンを書きます。極座標 (r, θ, ϕ)は

x = r cos θ sinϕ , y = r sin θ sinϕ , z = r cosϕ

運動量はラグランジアン Lから

pi =
∂L

∂q̇i

「·」は時間微分です。Lは

L =
1

2
m(

dx

dt
)2 − U(r) =

1

2
m(

d

dt
(rer))

2 − U(r)

=
1

2
m(ṙer + rėr)

2 − U(r)

=
1

2
m(ṙ2 + r2(ėr)

2 + 2rṙer · ėr)− U(r)

=
1

2
m(ṙ2 + r2(ėr)

2)− U(r)

=
1

2
m(ṙ2 + r2θ̇2 + r2ϕ̇2 sin2 θ)− U(r)

極座標の基底 er, eθ, eϕ は (数学の「極座標」参照)

d

dt
er =

dr

dt

∂er
∂r

+
dθ

dt

∂er
∂θ

+
dϕ

dt

∂er
∂ϕ

= eθ
dθ

dt
+ eϕ

dϕ

dt
sin θ

となっているのを使っています。これから運動量は

pr =
∂L

∂ṙ
= mṙ , pθ =

∂L

∂θ̇
= mr2θ̇ , pϕ =

∂L

∂ϕ̇
= mr2ϕ̇ sin2 θ
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と求まるので、ルジャンドル変換からハミルトニアンは

H = pr ṙ + pθ θ̇ + pϕϕ̇− L =
1

2m
(p2r +

1

r2
p2θ +

1

r2 sin2 θ
p2ϕ) + U(r)

ϕが循環座標です。

　ハミルトン・ヤコビ方程式は、pr, pθ, pϕ を ∂S/∂qi に置き換えて

1

2m

(
(
∂S

∂r
)2 +

1

r2
(
∂S

∂θ
)2 +

1

r2 sin2 θ
(
∂S

∂ϕ
)2
)
+

∂S

∂t
= 0

ハミルトニアンが時間を含んでいないので

S = G(r, θ, ϕ, α)− E(α)t

として、ハミルトン・ヤコビ方程式は

1

2m

(
(
∂G

∂r
)2 +

1

r2
(
∂G

∂θ
)2 +

1

r2 sin2 θ
(
∂G

∂ϕ
)2
)
+ U(r) = E(α)

r2(
∂G

∂r
)2 + (

∂G

∂θ
)2 +

1

sin2 θ
(
∂G

∂ϕ
)2 + 2mr2U = 2mr2E

r2 sin2 θ
(
(
∂G

∂r
)2 +

1

r2
(
∂G

∂θ
)2 − 2m(E − U)

)
= − (

∂G

∂ϕ
)2

そして、Gを変数で分けて

G = R(r, α) +A(θ, α) +B(ϕ, α)

と仮定すると

r2 sin2 θ((
∂R

∂r
)2 +

1

r2
(
∂A

∂θ
)2 − 2m(E − U)) = −(

∂B

∂ϕ
)2

左辺に ϕ依存性はないので、右辺は定数です。定数を −C2
ϕ として

(
∂R

∂r
)2 +

1

r2
(
∂A

∂θ
)2 +

C2
ϕ

r2 sin2 θ
= 2m(E − U)

(
∂B

∂ϕ
)2 = C2

ϕ

そして
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r2(
dR

dr
)2 + (

dA

dθ
)2 +

C2
ϕ

sin2 θ
= 2mr2(E − U)

r2
( 1

2m
(
dR

dr
)2 − (E − U(r))

)
= − 1

2m

(
(
dA

dθ
)2 +

C2
ϕ

sin2 θ

)
左辺は r、右辺は θに依存しているので、定数 −C2/2mとして

r2(
1

2m
(
dR

dr
)2 − (E − U)) = − C2

2m

R(r, C) = ±
∫

dr

√
2m(E − U)− C2

r2

Aは

A(θ, C,Cϕ) = ±
∫

dθ

√
C2 −

C2
ϕ

sin2 θ

B の符号は Cϕ で決まるので ±は必要なく

B(ϕ,Cϕ) = Cϕϕ

これらから

S(r, θ, ϕ,E,C,Cϕ, t) = −Et+ Cϕϕ±
∫

dr

√
2m(E − U)− C2

r2
±

∫
dθ

√
C2 −

C2
ϕ

sin2 θ

循環座標 ϕの項が Cϕϕとして出てきています。このように、循環座標がいるときは S を (3)と仮定できます。運

動量は

pr =
∂S

∂r
= ±

√
2m(E − U)− C2

r2

pθ =
∂S

∂θ
= ±

√
C2 −

C2
ϕ

sin2 θ

pϕ =
∂S

∂ϕ
= Cϕ

符号は運藤量の方向に合わせて決まります。

　定数が何を表すのかは角運動量を見れば分かります。角運動量を Lとして
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L = x× p = m(rer)×
d

dt
(rer) = mrer × (ṙer + rėr) = mr2er × ėr

= mr2er × (eθ
dθ

dt
+ eϕ

dϕ

dt
sin θ)

= eϕmr2θ̇ − eθϕ̇ sin θ

= pθeϕ − pϕ
sin θ

eθ

z成分は、デカルト座標の基底 ex, ey, ez との関係

eθ = ex cos θ cosφ+ ey cos θ sinφ− ez sin θ

eϕ = −ex sinφ+ ey cosφ

から、Lz = pϕ となるので、Cϕ は角運動量の z成分 Lz です。そして

p2θ +
pϕ

sin2 θ
= C2 , L2 = p2θ +

p2ϕ

sin2 θ

から、|C|は角運動量の大きさ L = |L|です。角運動量に置き換えれば

S(r, θ, ϕ,E, L, Lz, t) = −Et+ Lzϕ±
∫

dr

√
2m(E − U)− L2

r2
±

∫
dθ

√
L2 − Lz

sin2 θ

pr = ±
√

2m(E − U)− L2

r2

pθ = ±
√

L2 − L2
z

sin2 θ

pϕ = Lz

αi に対応する 3つの定数 E,L,Lz が求まったので、それらによる微分から Qi = βi は

βE =
∂S

∂E
= ±

∫
dr

m√
2m(E − U)− L2

r2

− t

βL =
∂S

∂L
= ∓

∫
dr

1√
2m(E − U)− L2

r2

L

r2
±

∫
dθ

L√
L2 − L2

z

sin2 θ

βz =
∂S

∂Lz
= ∓

∫
dθ

1

sin2 θ

Lz√
L2 − L2

z

sin2 θ

+ ϕ

ルート部分でポテンシャルを
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2m(E − U)− L2

r2
= 2mE − 2m(U − L2

2mr2
) = 2m(E − V )

と置き換えれば、中心力による運動の式の形になります。このことから、βE の式は粒子の位置の時間依存性、βL

の式は位置の角度依存性を与えます (力学の「中心力による運動」参照)。

　 βz が何かを見るために積分を行います。z軸との角度を γ (0 ≤ γ ≤ π)として Lz = L cos γ とすれば

βz − ϕ = ∓
∫

dθ
1

sin2 θ

cos γ√
1− cos2 γ

sin2 θ

ルート部分は

1− cos2 γ

sin2 θ
=

sin2 θ − cos2 γ

sin2 θ
=

sin2 θ − (1− sin2 γ)

sin2 θ

=
−(1− sin2 θ − sin2 γ)

sin2 θ

=
sin2 γ sin2 θ − (1− sin2 γ)(1− sin2 θ)

sin2 θ

=
sin2 γ sin2 θ − cos2 γ cos2 θ

sin2 θ

と変形させれば

cos γ√
1− cos2 γ

sin2 θ

=
cos γ

sin γ

1√
sin2 γ sin2 θ−cos2 γ cos2 θ

sin2 γ sin2 θ

=
cos γ

sin γ

1√
1− cos2 γ cos2 θ

sin2 γ sin2 θ

これに対して

cos γ

sin γ

cos θ

sin θ
= sinΘ

とすれば

cos γ

sin γ
(
− sin θ

sin θ
− cos2 θ

sin2 θ
) =

d

dθ
sinΘ

−cos γ

sin γ

1

sin2 θ
dθ = cosΘdΘ

から
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βz − ϕ = ∓
∫

dθ
1

sin2 θ

cos γ√
1− cos2 γ

sin2 θ

= ∓
∫

dθ
1

sin2 θ

cos γ

sin γ

1√
1− cos2 γ cos2 θ

sin2 γ sin2 θ

= ±
∫

dΘ
cosΘ√

1− sin2 Θ

= ±
∫

dΘ

= ±Θ

sin(βz − ϕ) = ± sinΘ

= ± cos γ

sin γ

cos θ

sin θ

sin γ sin θ sin(βz − ϕ) = ± cos γ cos θ (6)

積分定数は無視しています。

　これが何を表しているのかは、中心力での運動の特徴からわかります。中心力による軌道は角運動量と直交す

る 2次元面に制限されているので、粒子の軌道 (位置)のベクトル rと角運動量 Lの内積は 0です。角運動量の z

成分は L cos γ としているので、極座標において Lの方向は

(sin γ cosϕ′, sin γ sinϕ′, cos γ)

ϕ′ は xy平面上の角度です。これと rが直交するので

(sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ) · (sin γ cosϕ′, sin γ sinϕ′, cos γ) = 0

sin γ cosϕ′ sin θ cosϕ+ sin γ sinϕ′ sin θ sinϕ = − cos γ cos θ

左辺を

sin γ sin θ(cosϕ′ cosϕ+ sinϕ′ sinϕ) = sin γ sin θ cos(ϕ′ − ϕ)

= − sin γ sin θ sin(ϕ′ − π

2
− ϕ)

と変形すれば

sin γ sin θ sin(ϕ′ − π

2
− ϕ) = cos γ cos θ

これは (6)と同じです。よって、βz の式は粒子の軌道面の関係 (θと ϕの関係)を与えます。

11


