
マクスウェル方程式とローレンツ変換

あらゆる慣性系で電磁気の法則が成立するとしたとき、座標変換がどう与えられるかを見ます。座標変換の仕方

を決めて、ダラダラと式変形を行っていくだけです。

ガリレイ変換については知っているとしています。

　真空でのマクスウェル方程式は

∇ ·E(x, t) = 4παρ(x, t) (1)

∇ ·B(x, t) = 0 (2)

∇×E(x, t) = − 1

βb

∂B(x, t)

∂t
(3)

∇×B(x, t)− β

α

∂E(x, t)

∂t
= 4πβj(x, t) (4)

点電荷 qは観測者に対して速度 vで動いているとし、電荷密度 ρは空間の 1点 vtにいる 1個の点電荷とし、デル

タ関数によって

ρ(x, t) = qδ(x− vxt)δ(y − vyt)δ(z − vzt) = qδ3(x− vt)∫
d3x ρ(x, t) =

∫ ∞

−∞
dx

∫ ∞

−∞
dy

∫ ∞

−∞
dz ρ(x, t) = q

と与えます (x = vtの地点以外は 0)。これらが成立している座標系を系 Oとし、その座標を x、時間を tとして

います。

　マクスウェル方程式のガリレイ変換から見ていきます。系 Oに対して x方向に速度 Vx で動いている座標系を

O′ とします。O′ の座標 x′ と時間 tはガリレイ変換

x′ = x− Vxt , y′ = y , z′ = z , t′ = t

によって与えられます。ニュートン力学では運動方程式はガリレイ変換で式の形を変えないことが要求されるの

で、ある点でのローレンツ力 f はガリレイ変換に対して同じ値を持つとし (ローレンツ力は運動方程式に現れる)

f = q(E + β−1
b v ×B) = q(E′(x′, t′) + β−1

b v′ ×B′(x′, t′)) = f ′

「′」がついているのがガリレイ変換後です。電荷 q、比例定数 α, βm, βb (β = βmβb)は変換を受けないとします。

電荷が変わらないのは実験で確認され、O,O′で電磁気の法則が変わらないなら比例定数を同じと考えるからです

(「動く点電荷による電磁場」で求めたように静止している電荷と動いている電荷が作る電磁場で同じ比例定数が

使われている)。そうすると
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E + β−1
b v ×B = E′ + β−1

b v′ ×B′

E + β−1
b v ×B = E′ + β−1

b (v − V )×B′ (v′ = v − V , V = (Vx, 0, 0))

E + β−1
b V ×B′ = E′ + β−1

b v × (B′ −B)

これから、電場と磁場の変換は

E′(x′, t′) = E(x, t) + V ×B(x, t) , B′(x′, t′) = B(x, t)

これは電磁誘導の結果と同じです。

　この変換を磁場の波動方程式の形

∇2B =
βm

α

∂2B

∂t2

に対して行ってみると

∂

∂x′ =
∂x

∂x′
∂

∂x
+

∂y

∂x′
∂

∂y
+

∂z

∂x′
∂

∂z
+

∂t

∂x′
∂

∂t
=

∂

∂x

∂

∂t′
=

∂t

∂t′
∂

∂t
+

∂x

∂t′
∂

∂x
+ · · · = ∂

∂t
+ Vx

∂

∂x

から

∂2B(x, t)

∂t2
= (

∂

∂t′
− Vx

∂

∂x′ )
2B = (

∂2

∂t′2
+ V 2

x

∂2

∂x′2 − 2Vx
∂

∂t′
∂

∂x′ )B
′(x′, t)

∂2B(x, t)

∂x2
=

∂2B′(x′, t′)

∂x′2

となるので、もとの波動方程式の形から変わります。このため、マクスウェル方程式はガリレイ変換に対して形を

変えます。また、少し計算すれば分かるように (2),(3)は不変です。ここで言っている不変は、Oと O′ で式の形

が同じになることで、共変 (covariant)と呼ばれます。

　ガリレイ変換に対して式が不変でないために、力学の考えに従えば、異なる慣性系では電磁気の法則が異なり

ます (このため (1)～(4)の形になる地球上の系は特別視され、エーテルの存在が仮定された)。なので、電磁気の

法則を変えない新しい慣性系の間の変換を作ります。

　状況をはっきりさせます。ある現象を見ている観測者がいる座標系を系Oとし、座標と時間を x, tとします。系

Oに対して x軸方向に一定の速度 V = (Vx, 0, 0)で動いている座標系 (観測者)を系 O′ とし、座標と時間を x′, t′

とします。一般的な変換を作るために時間も変換を受けるとしてます。基準となる座標系を系O(x, t)とし、t = 0

では、系 Oと系 O′ の原点は一致し、時間 tにともなって系 O′ は x軸に沿って Vxt動くとします (ガリレイ変換

と同じ)。このように、座標系 Oとそれに対して動いている座標系 O′ を用意し、どちらも慣性系です。

　 2つの系を用意したので、これらの間をつなげることを考えます。空間のある点で何かしらの現象が起きてい

るとき、O,O′のどちらの系で見ようとある点で何かが起きていることには変わらないです。このため、2つの座

標系間には何かしらの関係があるとします。つまり、2つの座標系の座標と時間は何かしらの関数 Aによって
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x′ = Ax(x, t) , y′ = Ay(x, t) , z′ = Az(x, t) , t′ = At(x, t)

と書けるとします。これは O(x, t)から O′(x′, t′)への座標変換で、Oでの点 (x, t)は O′ から見たら (x′, t′)にな

るという意味です。

　もし、Oで粒子が直線運動していれば、O′ でも直線運動として見えるはずです。なので、変換後に x2 のよう

なものが出てくると直線運動ではなくなるので、変換で 1次までしか出てこないとします。なので、変換 Aは線

形変換とします (ガリレイ変換との対応を取るためにも線形変換)。変換 Aの形を決めていきます。

　構造が一緒なので、時間と空間座標をひとまとめにして

x′
i = Ai(x, t)

と書き、添え字 iで x, y, z, tを区別します。x′, t′ から別の点 x̃′, t̃′ を引いたものを

x′
i − x̃′

i = Ai(x, t)− Ãi(x̃, t̃) = Xi(x− x̃, t− t̃)

最右辺が差にだけ依存しているのは時間と空間は一様としているからです (平行移動させても変わらない)。

　これを xa で微分すると

∂Ai(x, t)

∂xa
=

∂Xi(x− x̃, t− t̃)

∂xa

さらに x̃b で微分すると、変換後は x, tの 1次になると仮定しているので左辺は 0になり

0 =
∂2Xi(x− x̃, t− t̃)

∂x̃b∂xa

例えば、xb を xとすれば

0 =
∂

∂xa

∂Xi(x− x̃, t− t̃)

∂x̃

=
∂

∂xa

∂(x− x̃)

∂x̃

∂Xi(x− x̃, t− t̃)

∂x
(
∂

∂x
=

∂(x− x̃)

∂x

∂

∂(x− x̃)
=

∂

∂(x− x̃)
)

= − ∂

∂xa

∂Xi(x− x̃, t− t̃)

∂x

他の成分も同じなので

∂2Xi(x− x̃, t− t̃)

∂xa∂xb
= 0

3



xa で 2回微分すると 0になるので、Xi でも xa の 1次までしかいないです。

　次に、O′は x軸に沿って動くことから制限を与えます。O′は x軸方向に動いているだけなので、xと x′の間の

変換には y, z 座標は無関係です。言い換えれば、Oにおけるある点 (x1, y1, z1)が (x1, y1 + y0, z1 + z0)と動いた

としても、x1から x′
1への変換の形は変わらないです。一方で、O′は速度 Vxと時間 tで動いているので、Oでの

ある地点の xが x0 動いたとき x′ は xだけでなく時間 tによる影響も受けている可能性があります。時間も、O′

が速度 Vxtで動くために時間が tから t+ t0に動いたとき、tと t′の変換には tだけでなく xがいる可能性があり

ます。

　まとめると、x′, t′ には x, tの 1次までが含まれており、yと zは含まれていないです。そうすると、Oと Oに

対して速度 Vx で動く O′ を結ぶ座標変換の形は

x′ = a1x+ a2t (5a)

y′ = y (5b)

z′ = z (5c)

t′ = b1x+ b2t (5d)

と書け、ガリレイ変換を拡張した形になります (t′ = t, x′ = x− V tでガリレイ変換)。a1,2, b1,2 は定数で、a1 と

b2 は無次元、a2 は速度、b1 は速度の逆の次元です。4つの任意パラメータがいますが、関係性があるので落とし

ていきます。

　 O′ の原点を Oから見たとすると、O′ は速度 V = (Vx, 0, 0)で Oから離れているので、O′ の原点は Oの x軸

において Vxtだけ離れています。なので、O′ の原点となる x′ = 0は (5d)において、x′ = 0, x = Vxtとした

0 = a1Vxt+ a2t

なので

a1 = − 1

Vx
a2

逆に Oの原点 x = 0は O′ から見て −Vxt
′ 離れているので (5a)と (5d)は

− Vxt
′ = a2t

t′ = b2t

となるので

b2 = − 1

Vx
a2

よって

a1 = b2
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なので、a1 = b2 = γ, a2 = −Vxγ として

x′ = γ(x− Vxt) (6a)

t′ = γ(
b1
γ
x+ t) (6b)

となります。γ は無次元です。

　逆の変換は単に変形すればよく、xでは

(
γ

γVx
+

b1
γ
)x =

1

γVx
x′ +

1

γ
t′

x =
Vxγ

γ + Vxb1

1

Vxγ
x′ +

Vxγ

γ + Vxb1

1

γ
t′

=
1

γ + Vxb1
x′ +

Vx

γ + Vxb1
t′

= λ(x′ + Vxt
′)

tでは

(Vx +
γ

b1
)t = − 1

γ
x′ +

1

b1
t′

t =
b1

Vxb1 + γ
(− 1

γ
x′ +

1

b1
t′)

=
1

Vxb1 + γ
(−b1

γ
x′ + t′)

というわけで、逆変換は

x =
1

γ + Vxb1
(x′ + Vxt

′) (7a)

t =
1

γ + Vxb1
(−b1

γ
x′ + t′) (7b)

逆変換はOとO′を逆側から見ることなので、速度 Vxを反転させたら一致しなければいけません。xの変換を (7a)

の Vx の符号を反転させて比べてみると

γ(x− Vxt) ⇔ 1

γ + Vxb1
(x′ + Vxt

′) ⇒ γ(x− Vxt) ⇔ 1

γ − Vxb1
(x′ − Vxt

′)

tでは

γ(
b1
γ
x+ t) ⇔ 1

γ + Vxb1
(−b1

γ
x′ + t′) ⇒ γ(

b1
γ
x+ t) ⇔ 1

γ − Vxb1
(−b1

γ
x′ + t′)
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これらから、b1 は Vx の反転で符号が変わる必要があります。そうすると

γ(x− Vxt) ⇔ 1

γ + Vxb1
(x′ + Vxt

′) ⇒ γ(x− Vxt) ⇔ 1

γ + Vxb1
(x′ − Vxt

′)

γ(
b1
γ
x+ t) ⇔ 1

γ + Vxb1
(−b1

γ
x′ + t′) ⇒ γ(

b1
γ
x+ t) ⇔ 1

γ + Vxb1
(
b1
γ
x′ + t′)

よって

γ =
1

γ + Vxb1

である必要があります。ここで記号として

γ =
1

γ + Vxb1
=

1

γ

1

1 + Vxb1/γ
=

1

γ

1

1 + Vxλ
(8)

というように λ = b1/γ を定義しておきます。λの次元は {v−1}です。
　まとめると、変換 Aは

x′ = γ(x− Vxt) (9a)

t′ = γ(λx+ t) (9b)

x = γ(x′ + Vxt
′) (9c)

t = γ(−λx′ + t′) (9d)

という時間も含めた座標変換になります。yと zは y′ = yと z′ = zです。しかし、また決定しきれてない λ (γと

b1)がいます。

　 Oと O′の座標変換の形が分かったので、現象が起きている位置の速度を求めておきます。その現象 (例えば粒

子)は Oから見て速度 vで動いているとします。速度は位置の時間微分なので

v = (
dx

dt
,
dy

dt
,
dz

dt
)

同様に O′ では

v′ = (
dx′

dt′
,
dy′

dt′
,
dz′

dt′
)

そうすると、例えば x方向の速度は

v′x =
dx′

dt′
=

dt

dt′
dx′

dt
= (

dt′

dt
)−1 dx

′

dt

= γγ−1(1 + λ
dx

dt
)−1(

dx

dt
− Vx)

= (1 + λvx)
−1(vx − Vx) (10a)
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y, z方向は

v′y =
dy′

dt′
= (

dt′

dt
)−1 dy

′

dt
=

1

γ
(1 + λvx)

−1vy (10b)

v′z =
dz′

dt′
= (

dt′

dt
)−1 dz

′

dt
=

1

γ
(1 + λvx)

−1vz (10c)

逆変換は

v′x = (1 + λvx)
−1(vx − Vx)

(1− λv′x)vx = v′x + Vx

vx =
1

1− λv′x
(v′x + Vx)

y, zでは

1 + λvx = 1 + λ
1

1− λv′x
(v′x + Vx) =

1− λv′x + λ(v′x + Vx)

1− λv′x
=

1 + λVx

1− λv′x
=

1

γ2

1

1− λv′x

を入れればいいです。(8)を最後に使っています。よって、逆変換は

vx =
1

1− λv′x
(v′x + Vx) (11a)

vy =
1

γ

1

1− λv′x
v′y (11b)

vz =
1

γ

1

1− λv′x
v′z (11c)

となります。

　今欲しいのは、Oと O′で電磁気が同じ法則になる変換です。ここまでは、ガリレイ変換はマクスウェル方程式

の式を変えるので、動いている系との間のより一般的な変換の形を作ってきました。なので、後はマクスウェル

方程式を不変にするように、残っている γb を決めればいいです。

　 O でのある点 (x, t)での電場 E(x, t)と磁場 B(x, t)はマクスウェル方程式 (1)～(4)で与えられているとしま

す。なので、O′ から見た同じ点 (x′, t′)での電場 E′(x′, t′)と磁場B′(x′, t′)がマクスウェル方程式 (1)～(4)に従

うとき、E(x, t),B(x, t)との関係がどうなるかです。ガリレイ変換と同じように、電荷 q,比例定数 α, βは変換を

受けないとします。

　座標と時間の変換によって、電場と磁場もある変換を受けるとして

E′(x′, t′) = F (E(x, t),B(x, t))

B′(x′, t′) = G(E(x, t),B(x, t))
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F ,Gは変換の関数で、E,Bの 1次までの変換とします。x, tと x′, t′は (9a)～(9d)の変換に従います。ここから、

座標と言ったときは時間も含めます。また、E,B の次元は { }でその次元を表すことにすれば

{B} =
{β}
{α}

{v}{E} = {βb}{v−1}{E}

となっています。

　電荷密度は点電荷で与えて、O系において

ρ(x, t) = qδ3(x− vt)

これに O′ 系への座標と速度の変換を入れます。x成分では (9c),(9d)と (10a)から

x− vxt = γ(x′ + Vxt
′)− γvx(−λx′ + t′)

= γx′ + γVxt
′ + γvxλx

′ − γvxt
′

= γ(1 + λvx)x
′ − γ(vx − Vx)t

′

= γ(1 + λvx)x
′ − γ(1 + λvx)v

′
xt

′

= γ(1 + λvx)(x
′ − v′xt

′)

なので、デルタ関数の性質

δ(ax) =
1

|a|
δ(x)

から、O′ でのデルタ関数は

δ(x− vxt) = δ(γ(1 + λvx)(x
′ − v′xt

′)) =
1

|γ(1 + λvx)|
δ(x′ − v′xt

′)

yは

y − vyt = y′ − γvy(−λx′ + t′)

このとき、xのデルタ関数の存在のために x′ = v′xt
′ が要求され
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y − vyt = y′ − γvy(−λv′xt
′ + t′)

= y′ − γvy(−λ
vx − Vx

1 + λvx
+ 1)t′

= y′ − γvy
−λvx + λVx + 1 + λvx

1 + λvx
t′

= y′ − γvy
1 + λVx

1 + λvx
t′

= y′ − (1 + λVx)γ
2v′yt

′

= y′ − v′yt
′

となり

δ(y − vyt) = δ(y′ − v′yt
′)

zでも同様に

δ(z − vzt) = δ(z′ − v′zt
′)

というわけで、電荷 qはそのままなので O′ へ変換した電荷密度は、

ρ′(x′, t′) =
1

|γ(1 + vxλ)|
qδ3(x′ − v′t′)

となります。

　偏微分の変換を先にしておきます。今は xと tしか変換されないので

x = x(x′, t′) , y = y′ , z = z′ , t = t(x′, t′)

とすれば、偏微分の連鎖則から

∂

∂x′ =
∂x

∂x′
∂

∂x
+

∂t

∂x′
∂

∂t
,

∂

∂t′
=

∂t

∂t′
∂

∂t
+

∂x

∂t′
∂

∂x

座標変換 (9c)と (9d)から

∂x

∂x′ = γ ,
∂t

∂x′ = −γλ ,
∂t

∂t′
= γ ,

∂x

∂t′
= γVx

なので、xは

∂

∂x′ = γ
∂

∂x
− γλ

∂

∂t
,

∂

∂t′
= γ

∂

∂t
+ γVx

∂

∂x
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y, zは

∂

∂y′
=

∂

∂y
,

∂

∂z′
=

∂

∂z

となります。

　偏微分の変換を入れてマクスウェル方程式を変換します。まず、(1)で電荷密度がいない場合

∇ ·E = 0 (12)

を見ます。O′ でも同じ形になることを要求しているので

∇′ ·E′(x′, t′) = 0

これを Oに直せば

∇′ ·E′(x′, t′) = γ
∂

∂x
Fx − γλ

∂

∂t
Fx +

∂

∂y
Fy +

∂

∂z
Fz = 0

これには∇ ·F がいるので、ここから∇ ·Eが出てくれば (12)で消せます。なので、F はEの 1次までしか含ん

でいないとして

Fx(x, t) = exEx(x, t) + fx(x, t)

のように分解して (ei は無次元の定数)

exγ
∂

∂x
Ex + ey

∂

∂y
Ey + ez

∂

∂z
Ez − exγλ

∂

∂t
Ex + γ

∂

∂x
fx +

∂

∂y
fy +

∂

∂z
fz − γλ

∂

∂t
fx

とします。第三項までは、(12)で消します。なので、残った項には

γ
∂

∂x
fx +

∂

∂y
fy +

∂

∂z
fz − exγλ

∂

∂t
Ex − γλ

∂

∂t
fx = 0

γ
∂

∂x
fx +

∂

∂y
fy +

∂

∂z
fz = exγλ

∂

∂t
Ex + γλ

∂

∂t
fx

を要求します。これは右辺に時間微分がいるので、電荷密度が 0のときの (4)での

(∇×B)x =
β

α

∂

∂t
Ex

になると予想します。つまり、fx = 0で

fy = f0Bz , fz = −f0By (13)
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なら

f0
∂

∂y
Bz − f0

∂

∂z
By = f0(∇×B)x = exγλ

∂

∂t
Ex

とでき、f0 = αexγλ/β でマクスウェル方程式 (4)になります。というわけで、この段階で変換の形は

E′
x(x

′, t′) = exEx(x, t)

E′
y(x

′, t′) = eyEy(x, t) + f0Bz(x, t)

E′
z(x

′, t′) = ezEz(x, t)− f0By(x, t)

f0 =
α

β
exγλ

f0 は βb の次元を {βb}、速度の次元を {v}とすれば、{β−1
b }{v}の次元です。

　次に、(3)を考えて、変換後の x成分を

(∇′ ×E′)x = − 1

βb

∂

∂t′
B′

x

とします。O系にすれば左辺は

(∇′ ×E′)x =
∂

∂y
Fz −

∂

∂z
Fy = ez

∂

∂y
Ez − ey

∂

∂z
Ey +

∂

∂y
fz −

∂

∂z
fy

右辺では電場と同じように、Gx = bxBx + gx(x, t) (bx は無次元の定数)と分解できるとして

− 1

βb

∂

∂t′
B′

x = − bx
βb

(γ
∂

∂t
+ γVx

∂

∂x
)Bx − 1

βb
(γ

∂

∂t
+ γVx

∂

∂x
)gx

なので

ez
∂

∂y
Ez − ey

∂

∂z
Ey +

∂

∂y
fz −

∂

∂z
fy = − bx

βb
(γ

∂

∂t
+ γVx

∂

∂x
)Bx − 1

βb
(γ

∂

∂t
+ γVx

∂

∂x
)gx

これからマクスウェル方程式が作れそうな形にして取り出すと

ez
∂Ez

∂y
− ey

∂Ey

∂z
= − bx

βb
γ
∂Bx

∂t

∂fz
∂y

− ∂fy
∂z

+
bx
βb

γVx
∂Bx

∂x
+

1

βb
γVx

∂gx
∂x

+
1

βb
γ
∂gx
∂t

= 0

上の式は係数 ez = ey = bxγ とすれば、(∇×E)x = −β−1
b ∂Bx/∂tに対応させられます。下の式にはうまいこと

x, y, z微分がいるので、これらは発散になると考え
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γVx
1

βb

∂

∂x
(bxBx + gx)−

∂

∂z
fy +

∂

∂y
fz = ∇ ·B = 0

と予想します。第一項から gx = 0です。時間微分だけで 0になる方程式は存在していないことからも gx = 0で

す。なので

Gx = bxBx , fy = −bxγVx

βb
Bz , fz =

bxγVx

βb
By

(13)から

α

β
exγλ = − bxγVx

βb

λ = − βm

α

bxVx

ex
(14)

となり、ex と bx が分かれば残ってるパラメータ λが決まります。

　今の段階での電場の変換は

E′
x(x

′, t′) = exEx(x, t)

E′
y(x

′, t′) = eyEy(x, t) + f0Bz(x, t)

E′
z(x

′, t′) = ezEz(x, t)− f0By(x, t)

f0 =
α

β
exγλ = −bxγVx

βb

λ = −βm

α

bxVx

ex

となっています。f0の次元は {β−1
b }{v}なので γ は無次元、λは βm/α = 1/c2 （cは光速）から {v−1}の次元に

なっています。

　電荷があるときの (1)は O′ で

∇′ ·E′(x′, t′) = 4παρ′(x′, t′)

O′ 系での電荷密度は

ρ′(x′, t′) = qδ3(x′ − v′t′) (15)

とします。左辺は電場の変換を入れることで
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∇′ ·E′(x′, t′) = (γ
∂

∂x
− γλ

∂

∂t
)Fx +

∂

∂y
Fy +

∂

∂z
Fz

= ex(γ
∂

∂x
− γλ

∂

∂t
)Ex + ey

∂

∂y
Ey + ez

∂

∂z
Ez + f0

∂

∂y
Bz − f0

∂

∂z
By

= exγ
∂

∂x
Ex + ey

∂

∂y
Ey + ez

∂

∂z
Ez − exγλ

∂

∂t
Ex + f0(∇×B)x

(∇×B)x はマクスウェル方程式から

(∇×B)x = 4πβjx +
β

α

∂Ex

∂t
, jx = vxρ(x, t)

ey = ez = bxγ と λ = −βmbxVx/αex を使って

∇′ ·E′(x′, t′) = exγ
∂

∂x
Ex + ey

∂

∂y
Ey + ez

∂

∂z
Ez − exγλ

∂

∂t
Ex − bxγVx

βb

(
4πβvxρ+

β

α

∂Ex

∂t

)
= exγ

∂

∂x
Ex + ey

∂

∂y
Ey + ez

∂

∂z
Ez − exγλ

∂

∂t
Ex − bxγVx

βb

β

α

∂Ex

∂t
− 4πβ

bxγVx

βb
vxρ

= exγ
∂Ex

∂x
+ bxγ

∂Ey

∂y
+ bxγ

∂Ez

∂z
+ bxγVx

βm

α

∂Ex

∂t
− bxγVx

βm

α

∂Ex

∂t
− 4πβmbxγVxvxρ

= exγ
∂Ex

∂x
+ bxγ

∂Ey

∂y
+ bxγ

∂Ez

∂z
− 4πβmbxγVxvxρ

第三項までは電場の発散になっているので

∇ ·E(x, t) = 4παρ(x, t)

によって変形します。なので、ex = 1, bx = 1として

ey = ez = γ , f0 = −bxγVx

βb
= −γVx

βb
, λ = −βm

α

bxVx

ex
= −βm

α
(16)

そうすると、(15)から

∇′ ·E′(x′, t′) = γ∇ ·E − 4πβmγvxVxρ

= 4παγρ− 4πβmγvxVxρ

= 4παγ(1− βm

α
vxVx)ρ

= 4παγ(1 + λvx)qδ
3(x− vt)

= 4πα
γ(1 + λvx)

|γ(1 + λvx)|
qδ3(x′ − v′t′)

= 4παρ′(x′, t′) (17)

13



γ(1 + λvx)は正としています。

　というわけで、(16)から電場の変換は

E′
x(x

′, t′) = Ex(x, t)

E′
y(x

′, t′) = γ(Ey(x, t)−
Vx

βb
Bz(x, t))

E′
z(x

′, t′) = γ(Ez(x, t) +
Vx

βb
By(x, t))

λ = −βm

α
Vx

となります。

　磁場も同じようにします。まず、(2)から

∇′ ·B′(x′, t′) = 0

とし、Oに直せば

γ
∂

∂x
Gx − γλ

∂

∂t
Gx +

∂

∂y
Gy +

∂

∂z
Gz = 0

Gx = bxBx + gx と分解して

bxγ
∂

∂x
Bx + by

∂

∂y
By + bz

∂

∂z
Bz − bxγλ

∂

∂t
Bx +

∂

∂y
gy +

∂

∂z
gz = 0

上での結果から bx = 1, gx = 0です。そして、残った項は

−γλ
∂

∂t
Bx +

∂

∂y
gy +

∂

∂z
gz = 0

なので、(3)の x成分

(∇×E)x = − 1

βb

∂

∂t
Bx

に対応させるために、gy = kEz, gz = kEy (kは定数で次元は {βb}{v−1})とすれば

−γλ
∂

∂t
Bx + k

∂

∂y
Ez − k

∂

∂z
Ey = −bxγλ

∂

∂t
Bx + k(∇×E)x = −γλ

∂

∂t
Bx − k

βb

∂

∂t
Bx = 0

から、k = −βbγλとなります。これで、磁場の変換は
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B′
x(x

′, t′) = Bx(x, t)

B′
y(x

′, t′) = byBy(x, t) + kEz(x, t)

B′
z(x

′, t′) = bzBz(x, t)− kEy(x, t)− βbγλ

k = −βbγλ

となります。

　次に (4)での

(∇′ ×B′(x′, t′))x = 4πβj′x(x
′, t′) +

β

α

∂

∂t′
E′

x(x
′, t′)

を考えます。これの左辺は

∂

∂y
Gz −

∂

∂z
Gy = bz

∂

∂y
Bz − k

∂

∂y
Ey − by

∂

∂z
By − k

∂

∂z
Ez

右辺は

4πβj′x(x
′, t′) +

β

α
(γ

∂

∂t
+ γVx

∂

∂x
)Ex = 4πβv′xρ

′(x′, t′) +
β

α
(γ

∂

∂t
+ γVx

∂

∂x
)Ex

電荷密度が 0なら

bz
∂Bz

∂y
− by

∂By

∂z
− k

∂Ey

∂y
− k

∂Ez

∂z
=

β

α
(γ

∂

∂t
+ γVx

∂

∂x
)Ex

なので、マクスウェル方程式 (1)と (4)が出てくるように分けて

γVx
β

α

∂Ex

∂x
+ k

∂Ey

∂y
+ k

∂Ez

∂z
= 0

bz
∂Bz

∂y
− by

∂By

∂z
= γ

β

α

∂Ex

∂t

上の式から k = βγVx/α、下の式から by = bz = γ です。この kは

k = −bxγλ =
βmβb

α
γVx =

β

α
γVx

と一致します。

　よって、磁場の変換は
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B′
x(x

′, t′) = Bx(x, t)

B′
y(x

′, t′) = γ(By(x, t) +
β

α
VxEz(x, t))

B′
z(x

′, t′) = γ(Bz(x, t)−
β

α
VxEy(x, t))

となります。

　まとめると、電場と磁場の変換を

E′
x(x

′, t′) = Ex(x, t)

E′
y(x

′, t′) = γ(Ey(x, t)−
Vx

βb
Bz(x, t))

E′
z(x

′, t′) = γ(Ez(x, t) +
Vx

βb
By(x, t))

B′
x(x

′, t′) = Bx(x, t)

B′
y(x

′, t′) = γ(By(x, t) +
β

α
VxEz(x, t))

B′
z(x

′, t′) = γ(Bz(x, t)−
β

α
VxEy(x, t))

λ = −βm

α
Vx = −Vx

c2
(18)

とすれば、Oと O′ で同じマクスウェル方程式になります。ただし、(3),(4)は成分を抜き出せば同じですが

∇′ ×E′ = − 1

βb

∂B′

∂t′
, ∇′ ×B′ − β

α

∂E′

∂t′
= 4πβj′

とは書けないです。簡単に言えば、x成分には γ が出てきて、他の成分では γ が出てこないからです。

　電磁場の変換から λが決まったので、γ の式 (8)にいれると

γ =
1

γ

1

1 + Vxλ
=

1

γ

1

1− βmV 2
x /α

=
1

γ

1

1− (Vx/c)2
=

1

γ

1

1− η2

よって、γ は

γ = ±
√

1

1− η2

となり、Vxが cを超えない限り実数です。γの符号としてマイナスを選ぶと、xの座標変換から−xという項が出

てきます。これだと空間反転の変換になるので、今考えている x軸方向に動いているという状況に合わないです。

なので、マイナスの方は考えません。この結果から、vxが cより小さいときに、(17)での γ(1 + λvx)は正の値に

なります。

　そして、座標変換 (9a)～(9d)は
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x′ = γ(x− Vxt)

t′ = γ(−Vx

c2
x+ t)

x = γ(x′ + Vxt
′)

t = γ(
Vx

c2
x′ + t′)

となり、電磁気の単位系とは無関係に決まります。これらと電場、磁場の変換 (18)とを合わせることで、系O,O′

で電磁気の法則を変えない座標変換になります。時間の式に cをかけたものを、ローレンツ変換と呼びます (ctの

次元は長さ)。ローレンツ変換は Vx ≪ cなら Vx/c ≃ 0なので、ガリレイ変換になります (電場、磁場の変換も)。

より一般的には、x, y, z方向に速度 V で動かした場合ですが省きます。

　電磁気の比例定数は変換を受けないとしているために、光速も変換を受けません。なので、光速はどの慣性系で

も等しくなります。このことを先に使ってしまえば、λをマクスウェル方程式を使わずに決定できます。つまり、

ローレンツ変換は、あらゆる慣性系で物理法則は同じ、光の速度はあらゆる慣性系で同じとすることで出てきま

す。これに対して、ガリレイ変換は、あらゆる慣性系で物理法則は同じとして出てきます。

　あらゆる慣性系で物理法則は同じことは相対性原理、光の速度が等しいとすることは光速度不変の原理と言い

ます。この 2つの原理による理論が特殊相対性理論です。

　歴史的な経緯に触れておきます。ローレンツは、マイケルソン・モーレーの実験 (1881年と 1887年)からの物

体の収縮の仮定や、カウフマンの実験 (1901年)による電子の質量が速度に依存していることなどから、1904年

にローレンツ変換を導出しています（エーテルは仮定されている）。そして、1905年にエーテルを仮定せずにアイ

ンシュタインが光速度不変の原理からローレンツ変換を導出しています。しかし、1887年に Voigtはドップラー

効果の研究において波動方程式を不変にする変換として、光速度不変の原理の仮定からローレンツ変換とは係数

が異なっている 4次元の変換を導いています。ただし、その物理的な意味についての解釈は行っていません。

　ローレンツと Voigtは交流があったようですが、1887年の Voigtの論文をローレンツは知らなかったらしく、

1908年の Voigtへの手紙で気づかなかったことを後悔していると伝えたり、本 (The Theory of Electrons)でも触

れたりしています。
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