
リー群

リー群の導入部分の話を数学的に厳密なことはせずに見ていきます。それでも数学用語が出てくるので注意して
ください。
ほとんどが言葉の定義を与えているだけで、物理への応用の話はしていません。
同じローマ文字の添え字は和を取ります。
I を単位行列としています。

　ある集合 S があり、それに含まれる a, b, c, . . .(元、要素)がある演算「·」によって、a · bが S に含まれ、

(i) : a · e = e · a = a

(ii) : a · a−1 = a−1 · a = e

(iii) : a · (b · c) = (a · b) · c

という関係を満たすとき、その集合を群 (group)と呼びます。eは (i)を満たすもの (単位元)、a−1 は (ii)を満た
すものです (逆元)。(iii)は結合法則です。
　「·」は積 (multiplication)と呼ばれますが、掛け算である必要はないです。ただし、「·」は大抵は和か積になっ
ています。簡単に言えば、群はある集合 Sから集合 Sへの演算規則が与えられたものです。「·」を省いて abとだ
け表記される場合もあり、ここでも省いていきます。
　見た目から e = 1のように思え、実際に演算が掛け算で a, bが実数なら e = 1ですが、演算が和の場合

a+ e = a , a+ a−1 = e

なので、e = 0, a−1 = −aとなります。
　 a · b = b · aなら可換 (commutative, abelian)、a · b ̸= b · aなら非可換 (non-commutative, non-abelian)と呼ば
れます。演算が和で与えられていれば可換なので、可換な群は加法群 (additive group)とも呼ばれ、実数は和に
よって加法群となります。
　物理でよく出てくる群は一般線形群 (general linear group)と呼ばれるものに含まれており、一般線形群は記号
で GLと書かれます。線形とついているように、ベクトル空間上の線形演算子 (線形変換。逆変換が可能)の集ま
りによる群です。線形演算子は基底を指定すれば行列にでき、正則行列の集まりに行列の積の規則を与えたもの
は群になります。n× nの正則行列M は、単位行列 I によって

MI = IM = M , MM−1 = M−1M = I . M1(M2M3) = (M1M2)M3

となるからです (M−1はM の逆行列)。n× n正則行列による一般線形群はGL(n)、もしくはGLnのように書か
れます。そして、行列が実数Rなのか複素数Cなのかによっても区別されて、実数ならGL(n,R)やGLn(R)、複
素数なら GL(n,C)や GLn(C)と書かれます。
　一般線形群に条件 (行列に条件)を加えると

• detM = 1 ⇒ 特殊線形群 (special linear group)SL(n,R), SL(n,C)

• GL(n,R), MTM = I ⇒ 直交群 (orthogonal group)O(n)

• GL(n,R), MTM = I, detM = 1 ⇒ 特殊直交群 (special orthogonal group)SO(n)

• GL(n,C), M†M = I ⇒ ユニタリー群 (unitary group)U(n)

• GL(n,C), M†M = I, detM = 1 ⇒ 特殊ユニタリー群 (special unitary group)SU(n)

という群に分類されます。detは行列式、MT はM の転置、M†はM のエルミート共役です。直交群では実数 (複
素数の場合もある)、ユニタリー群では複素数が使われます。直交群は直交行列、ユニタリー群はユニタリー行列
によって構成されているというだけで、行列式が 1だと特殊がくっつきます。ちなみに、O(n)では行列式の関係
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det(MTM) = (detM)2

から行列式は

(detM)2 = 1

detM = ± 1

となっています。
　他にもシンプレクティック群 (symplectic group）)やモジュラー群 (modular group)というのも分野によっては
出てきたりしますが、省きます。
　直交行列とユニタリー行列には、ベクトルの内積を

(v,w) = (Mv,Mw)

とする性質があります。「·」と記号が重なるのでベクトル v,wの内積を (v,w)と表記します。この関係を満たす
M は等長写像 (isometry)と呼ばれ、見たとおりベクトルの長さを変えない変換です (|v| =

√
(v,v))。これをM

が実数として、ベクトル v′,w′ を直交基底 ei で展開してみると (同じローマ文字は和を取る)

(Mv,Mw) = (v′,w′) = (v′iei, w
′
jej) = v′iw

′
j(ei, ej) = δijv

′
iw

′
j ((ei, ej) = δij)

= δijMikvkMjlwl

= MikMilvkwl

= (MTM)klvkwl (Mik = (Mki)
T )

となっているので、MTM = Iから直交行列になります。複素数なら片方は複素共役を取るので (「∗」は複素共役)

(v,w) = v∗i wjeiej

から

(Mv,Mw) = δijv
′∗
i w′

j = δijM
∗
ikv

∗
kMjlwl = M∗

ikMilv
∗
kwl

= (M†M)klvkwl (M∗
ik = (M∗

ki)
T = (Mki)

†)

となって、M†M = I からユニタリー行列になります。位相構造の話が等長写像から出てきたりしますが、ここで
は触れる必要がないので省きます。
　一番分りやすい具体的な例は SO(n)です。これは例えば 2× 2行列なら 2次元の回転行列

A =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)

で与えられます。θ1 の回転と θ2 の回転を行えば θ1 + θ2 の回転になり (ただの行列計算から確かめられる)

A(θ1)A(θ2) = A(θ1 + θ2)

このため、A同士の積は Aのままです。転置との積は
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(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
= I

そして、行列式は detA = cos2 θ + sin2 θ = 1なので、SO(2)です。このように回転行列で書けるので、回転群と
も呼ばれます。また、2× 2回転行列は 2次元ベクトルに対する線形演算子として与えられているので、群そのも
のが 2次元ベクトル空間の表現を与えています (「リー群の表現」参照)。
　行列式が 1という条件のために行列の形をかなり限定できる場合もあります。例えば SU(2)では、行列式が 1
の 2× 2ユニタリー行列なので

(
a b

−b∗ a∗

)
, aa∗ + bb∗ = |a|2 + |b|2 = 1 (1)

これでエルミート共役が逆行列にもなっています。a, bは複素数なので

a = |a|eiθ1 , b = |b|eiθ2

とすれば、|a|2 + |b|2 = 1から

a = eiθ1 cosϕ1 , b = eiθ2 sinϕ1

そして、θ1 = ϕ2 + ϕ3, θ2 = ϕ2 − ϕ3 と置き換えて

a = ei(ϕ2+ϕ3) cosϕ1 , b = ei(ϕ2−ϕ3) sinϕ1

よって、SU(2)の行列は

(
ei(ϕ2+ϕ3) cosϕ1 ei(ϕ2−ϕ3) sinϕ1

−e−i(ϕ2−ϕ3) sinϕ1 e−i(ϕ2+ϕ3) cosϕ1

)
(2)

ϕ1, ϕ2, ϕ3は実数の任意パラメータです。任意パラメータが 3つなのは、(1)から分かるように 2× 2のユニタリー
行列は a, bでの 4つの実数の任意パラメータを含んでいますが (複素数なので a = x+ iy)、行列式が 1という制
限のために 1つ落ちて、3つになるためです。
　次にリー群 (Lie group)に移ります。ここで言うリー群は一般的なものでなく線形リー群 (matrix Lie group)と
呼ばれるものに限定し、リー群と言っていきます。物理でリー群と言ったら大抵はこれを指します。
　GL(n,C)の中にある群Gがあるとします。Gは群なのでGに含まれる行列同士の積はGにいます。そのGに
含まれる行列による数列 Ai (i = 1, 2, . . .)がGに含まれる行列 Aに収束するとき、その群Gを線形リー群と言い
ます。このように収束する群Gを数学用語で閉部分群 (closed subgroup)と言い、線形リー群はGL(n,C)の閉部
分群です。GL(n,C), GL(n,R), SL(n,C), SL(n,R), O(n), SO(n), U(n), SU(n)は線形リー群です。なので、最初
から線形リー群の話をしていたことになります。
　例として O(n)が線形リー群であることを示しておきます。直交行列による数列 Riがあり、それの収束先を R
とします。これは

lim
i→∞

Ri = R

ということです。そして、RiR
T
i の極限に対して

( lim
i→∞

Ri)( lim
i→∞

RT
i ) = lim

i→∞
(RiR

T
i )

とできることと (連続的な計算なので極限を前に出せる)、RiR
T
i = I から
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RRT = ( lim
i→∞

Ri)( lim
i→∞

RT
i ) = lim

i→∞
(RiR

T
i ) = lim

i→∞
I = I

よって、収束先のRが直交行列になっているので、O(n)は線形リー群です。線形リー群は数学的な分類の話なの
でこれ以上踏み込まずに進みます。
　次にリー代数を定義します。任意の正則行列X を指数に乗せたものは

eX =

∞∑
k=0

1

k!
Xk (X0 = I)

と定義されています。ついでに基本的な性質も示しておくと

e0 = I

eX+Y = eXeY ([X,Y ] = XY − Y X = 0)

(eX)−1 = e−X

(eX)T = eX
T

(eX)∗ = eX
∗

(eX)† = eX
†

eY XY −1

= Y eXY −1

det eX = etrX

最後を除けば展開の形から証明できます。最後のは「U(N)と SU(N)」で導いています。
　任意の複素正則行列X と実数パラメータ tによる etX を考えます。これは実数パラメータ tの連続関数 (写像)
を ρX とすれば

ρX(t) = etX

ρX は

ρX(t1)ρX(t2) = et1Xet2X = e(t1+t2)X = ρX(t1 + t2)

という性質を持ちます。ρX が連続であるのは例えば tによる微分

d

dt
etX = XetX

が成立することを示せばいいですが、省きます。
　連続で、f(x1)f(x2) = f(x1 +x2)となる写像 f を準同型写像 (homomorphism)と言い、ρX は準同形写像です。
つまり、ρX は実数による群 (群の演算は和)からGL(n,C)への準同形写像で、この準同形写像を 1パラメータ部
分群 (1径数部分群、one parameter subgroup)と言います。簡単に言ってしまえば実数パラメータと行列を指数
に乗せたものです。今は線形リー群に限定しているので、考えるのは線形リー群への準同形写像です。
　先に etX としなくても、ρX(t)は準同形写像とすることで ρX(t) = etX になります。準同形写像の性質と微分の
定義から
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dρX(t)

dt
= lim

∆t→0

ρX(t+∆t)− ρX(t)

∆t

= lim
∆t→0

ρX(t)ρX(∆t)− ρX(t)

∆t

= lim
∆t→0

ρX(∆t)− I

∆t
ρX(t)

そして、

ρX(t1 = 0)ρX(t2 = 0) = ρX(t1 + t2 = 0)

ρ2X(0) = ρX(0)

ρX(0) = I

なので

dρX(t)

dt
= lim

∆t→0

ρX(∆t)− ρX(0)

∆t
ρX(t) =

dρX(t)

dt
|t=0ρX(t)

最右辺の微分をX とすることで微分方程式として

dρX(t)

dt
= XρX(t)

これの解は etX なので、1パラメータ部分群は自動的に etX になります。
　ここから、GL(n,C)の閉部分群でる線形リー群を Gとします。任意の正則行列 X と実数パラメータ tによる
etX がこの Gに含まれているとき、その全てのX をリー代数 (Lie algebra)と呼びます。群 Gのリー代数を表す
には gという書体 (フラクトゥール、ドイツ文字)が使われます。GLなら gl、Oなら oとなります。リー代数の
定義から分かるように、リー代数 gは対応する 1パラメータ部分群 ρX を生成します。
　行列X の自由度 (任意パラメータの数)をリー代数の次元と言い、X の数 (n次元ベクトルの基底が n個と同じ
意味での個数)に対応します。これは、リー代数 gの行列の和X + Y と、実数 aによるスカラー倍 aX を与えら
れるために (和やスカラー後も同じリー代数 g)、リー代数 gは実ベクトル空間になるからです。
　ちなみに、物理ではリー群 Gとリー代数 gの区別があいまいで、大抵はリー群 Gだけを指して話を進めます。
　リー代数の行列X がどうなっているのかを見ます。O(n)の場合では、ρX は実数から O(n)への準同形写像な
ので、ρX(t) = etX が直交行列となって

(etX)T = (etX)−1 = e−tX ((etX)T etX = I)

そうすると

(etX)T = etX
T

から

etX
T

= e−tX ⇒ XT = −X

という関係が出てくるので、O(n) のリー代数 o(n) (行列 X) は XT = −X という反対称な行列です。ZT =
(X + Y )T = XT + Y T なので、ZT = −Z となっています。

5



　 SO(n)では

det etX = 1

が新しく加わり、

det etX = etr(tX)

から、SO(n)のリー代数 so(n)では trX = 0が必要になります。しかし、o(n)でのX は反対称行列なので、O(n)
の時点で trX = 0です。つまり、SO(n)と O(n)のリー代数は同じです (o(n) = so(n))。また、反対称行列の自
由度は n2から対角成分 nを引いて半分にしたもの (対角成分が 0で非対角成分の半分を決めれば残りも決まるか
ら)なので、o(n)の次元は n(n− 1)/2です。
　 U(n)でも同様で

(etX)† = (etX)−1 = e−tX , (etX)† = etX
†

から、U(n)のリー代数 u(n)はX† = −X という反エルミート行列となります。今度は反エルミートなので O(n)
と SO(n)のときと違い、U(n)と SU(n)のリー代数は同じにならなく、su(n)にはX† = −X と trX = 0という
条件が付きます。反エルミートな複素行列の自由度は、非対角成分が含むパラメータの数 2(n2 − n) (実部と虚部
のため 2倍)の半分からの n2 − nと、対角成分は 0でなく純虚数でもいいことからの nです。よって、u(n)は
n2 − n+ n = n2 の次元を持ちます。su(n)ではトレースが 0ということから 1つ減って n2 − 1です。
　リー代数は行列なので交換関係を与えられ、リー代数は交換関係後も同じリー代数になるという性質 (A,B が
リー代数 gなら [A,B]も g)を持ち、交換関係によって計算の構造が決まります。言い換えれば、リー代数は交換
関係を持つベクトル空間ということです (行列の和、積に交換関係を加えたもの)。そして、リー代数はヤコビの
恒等式

[A, [B,C]] + [B, [C,A]] + [C, [A,B]] = 0

を満たします (展開すれば確かめられる)。これらを抽象化することでリー代数を、反交換しヤコビの恒等式を満
たす演算を持つベクトル空間を構成するものと定義できます。
　リー代数 gをベクトルと同じように扱い、リー代数の基底としての行列Ai, Bi, Ci (i = 1, 2, . . . , l)によって交換
関係の形を

[Ai, Bj ] = fijkCk

と書いたとき、fijk を構造定数 (structure constant)と呼びます。この交換関係に従うものという意味でもリー代
数という言葉が使われ、物理ではこれを指していることが多いです。構造定数は、交換関係の性質

[Ai, Bj ] = −[Bj , Ai]

とヤコビの恒等式から

fijk = −fjik , fijafakb + fjkafaib + fkiafajb = 0

という関係を持ちます。
　これがリー群の大まかな概観です。ここから SO(2), SO(3), SU(2)のリー代数を具体的に見ていきます。
　一番単純なのが SO(2)のリー代数 so(2)です。これは 2× 2の反対称行列で、自由度が 2(2− 1)/2 = 1なので、
形を

(
0 −a
a 0

)

6



としか選べないです (aの符号は変えられる)。そうすると、基底ベクトルと同じように考えることで、基底を

X =

(
0 −1
1 0

)

と選べます。so(2)の次元は 1なので 1つの基底しか出てきません。SO(2)の行列は、これを expに入れることで

etX = I + tX +
1

2
t2X2 +

1

6
t3X3 + · · ·

= I + t

(
0 −1
1 0

)
+

1

2
t2
(

−1 0
0 −1

)
+

1

6
t3
(

0 1
−1 0

)
+ · · ·

=

 1− 1

2
t2 + · · · −t+

1

6
t3 − · · ·

t− 1

6
t3 + · · · 1− 1

2
t2 + · · ·


=

(
cos t − sin t
sin t cos t

)

と求まり、2次元の回転行列が出てきます。X の符号を反転させれば逆回転の行列になります。このように so(2)
から SO(2)の行列が出てきます。
　 so(3)にしてみます。so(3)の自由度は 3(3− 1)/2 = 3なので 3つの実数パラメータ x, y, z によって、so(2)と
同じように非対角成分を反対称にして

A =

 0 −z y
z 0 −x
−y x 0


符号のつき方は結果が分かっているからこうしているというだけです。so(3)の次元は 3なので、3つの基底によ
る和として

A = x

 0 0 0
0 0 −1
0 1 0

+ y

 0 0 1
0 0 0
−1 0 0

+ z

 0 −1 0
1 0 0
0 0 0


= xLx + yLy + zLz

と書けます。この Lx, Ly, Lz が so(3)の基底としての行列です。今度は 3つ出てきたので、交換関係を見ます。そ
れぞれの交換関係を計算すると、例えば

LxLy − LyLx =

 0 0 0
1 0 0
0 0 0

−

 0 1 0
0 0 0
0 0 0

 =

 0 −1 0
1 0 0
0 0 0

 = Lz

のようになっていて、

[Lx, Ly] = Lz , [Lz, Lx] = Ly , [Ly, Lz] = Lx

これらの構造定数を使った形は
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[Li, Lj ] = ϵijkLk

ϵijk (ϵ123 = +1)はレヴィ・チビタ記号で、ローマ文字には x, y, z をあてています。これを SO(3)のリー代数と
言ったりします。記号の定義でしかないですが、よく出てくる形は虚数 iを加えて

[L′
i, L

′
j ] = iϵijkL

′
k (L′

i = iLi)

としたものです。
　 so(3)から SO(3)の行列を出すには Lx, Ly, Lz を expに入れればよく、例えば Lz を入れれば so(2)での結果か
らすぐに

etLz =

 cos t − sin t 0
sin t cos t 0
0 0 1


となります。これは z軸周りの 3次元回転行列です。よって、Lx, Ly, Lz によって各軸周りの 3次回転行列が作ら
れます。
　別の方向から z軸周りの 3次元回転行列を見ます。回転角 θが小さいとして 1次まで展開すると

Rz(θ) =

 cos θ − sin θ 0
sin θ cos θ 0
0 0 1

 ≃

 1 −θ 0
θ 1 0
0 0 1

 = I + θLz

この無限小回転をN 回行うなら RN
z となります。ここで、N の無限大の極限で

lim
N→∞

(1 +
x

N
)N = ex

となることを使えば、微小な回転角を θ = t/N として

lim
N→∞

RN
z (θ = t/N) = lim

N→∞
(1 +

t

N
Lz)

N = etLz

回転行列は Rz(θ1)Rz(θ2) = Rz(θ1 + θ2)なので、Rz は 1パラメータ部分群で、Lz はリー代数です。これから言
いたいことは、リー代数の行列は無限小変換を起こすものと対応していることです (全単射として、1対 1で対応
している)。物理ではこれが重要で、リー代数は無限小変換を生成する生成子として扱われます。「生成子・ポアン
カレ群」はこの方向の話です。
　 su(2)では 22 − 1 = 3から 3つの実数パラメータ x, y, zを持ち、反エルミートでトレースが 0なので

A =
1

2

(
−iz −y − ix

y − ix iz

)
(3)

となります。1/2は後の都合でつけているだけです。これの次元は 3なので 3つの基底によって

A =
1

2

(
−iz −y − ix

y − ix iz

)
=

1

2
x

(
0 −i
−i 0

)
+

1

2
y

(
0 −1
1 0

)
+

1

2
z

(
−i 0
0 i

)
= xSx + ySy + zSz

と書けます。Sx, Sy, Sz はパウリ行列です (正確にはこれに iと 2をかけたもの。σi = i2Si)。パウリ行列なので交
換関係は
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[Sx, Sy] = Sz , [Sz, Sx] = Sy , [Sy, Sz] = Sx ([σ1, σ2] = 2iσ3)

となって

[Si, Sj ] = ϵijkSk

この交換関係の形は so(3)と同じなのが分かります。このように交換関係の形が同じとき、同型と呼ばれ、so(3)
と su(2)は同型です。より数学的な定義では、あるリー代数 g1 から別のリー代数 g2 への関数 (写像)Dが、それ
ぞれの行列X1, X2 に対して

D([X1, X2]) = [D(X1), D(X2)]

を満たし (左辺は交換関係を変数にする)、g1と g2の行列を全単射で結んでいるとき、Dを同型写像 (isomorphism)
と呼び、このとき g1 と g2 が同型と言います。全単射を外すと準同型写像です。
　同型であるのはリー代数 so(3)と su(2)に対してなのに注意してください。SO(3)と SU(2)は 1対 1で対応し
ていません。これを示します。su(2)の (3)を SU(2)のユニタリー行列 U で

A′ = UAU−1 (4)

と変換します。U は (1)で、U−1 は

U−1 =

(
a∗ −b
b∗ a

)

これはユニタリー変換なので A′ は Aの性質を持ったままで

A′ =

(
−iz′ −y′ − ix′

y′ − ix′ iz′

)

とします。この変換を

D(U)A = UAU−1

と表し、SU(2)を U1, U2 とすれば

D(U1U2)A = U1U2A(U1U2)
−1 = U1U2AU−1

2 U1 = D(U1)U2AU−1
2 ) = D(U1)D(U2)A

となるので、この変換は準同形写像です。ちなみに、Aの行列式は

detA = x2 + y2 + z2

A′ の行列式は

detA′ = det(UAU−1) = detA

なので行列式が同じになっています。行列式がユークリッド空間の内積と同じなので、この変換は内積を変更しな
いという意味も持ちます。
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　 A′ を計算すると

A′
ab = UaiAijU

−1
jb

から

A′
11 = −iz′ = U1iAijU

−1
j1 = U11A11U

−1
11 + U11A12U

−1
21 + U12A21U

−1
11 + U12A22U

−1
21

= − i|a|2z + ab∗(−y − ix) + a∗b(y − ix) + i|b|2z

= − iz(|a|2 − |b|2) + y(a∗b− ab∗)− ix(ab∗ + a∗b)

同様にすることで

A′
12 = −y′ − ix′ = 2izab− y(a2 + b2)− ix(a2 − b2)

A′
22はA′

11の符号を反転させたもの、A′
21はA′

12の複素共役を取って符号を反転させたものなので (a, bは複素数、
x, y, zは実数)

A′
21 = y′ − ix′ = 2iza∗b∗ + y(a∗2 + b∗2)− ix(a∗2 − b∗2)

A′
22 = iz = iz(|a|2 − |b|2) + y(ab∗ − a∗b) + ix(a∗b+ ab∗)

整理すると

x′ = −z(ab+ a∗b∗)− i

2
y(a2 + b2 − a∗2 − b∗2) +

1

2
x(a2 − b2 + a∗2 − b∗2)

y′ = iz(a∗b∗ − ab) +
1

2
y(a∗2 + b∗2 + a2 + b2)− i

2
x(a∗2 − b∗2 − a2 + b2)

z′ = z(|a|2 − |b|2) + iy(a∗b− ab∗) + x(ab∗ + a∗b)

a, bを (2)に対応させ、ϕ2 = ϕ3 = 0とします。これは b = 0なので

x′ = − i

2
y(a2 − a∗2) +

1

2
x(a2 + a∗2)

y′ =
1

2
y(a∗2 + a2)− i

2
x(a∗2 − a2)

z′ = z|a|2

aは a = eiϕ になるので

x′ = − i

2
y(e2iϕ − e−2iϕ) +

1

2
x(e2iϕ + e−2iϕ) = y sin 2ϕ+ x cos 2ϕ

y′ =
1

2
y(e−2iϕ + e2iϕ)− i

2
x(e−2iϕ − e2iϕ) = y cos 2ϕ− x sin 2ϕ

z′ = z
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ϕ = θ/2として

x′ = x cos θ + y sin θ

y′ = −x sin θ + y cos θ

z′ = z

これは SO(3)の回転行列による 3次元ベクトルの変換と同じです。
　これで、変換 (4)によって SU(2)から SO(3)に持っていけたことになります。しかし、SU(2)の行列

U =

(
eiθ/2 0
0 e−iθ/2

)

と SO(3)の回転行列

R =

 cos θ sin θ 0
− sin θ cos θ 0

0 0 1



を比べると、θ+2πのとき、Rは変化しないのに対して、U は符号が反転します (e±iπ = −1)。なので、SU(2)の
行列と SO(3)の行列は全単射でなく (1対 1でなく 1対 2で対応)、SO(3)の 1つの行列に対して SU(2)は符号が
反転した 2つの行列 U,−U が対応しています。よって、SO(3)と SU(2)は同型でないことになり、(4)は SU(2)
から SO(3)への準同型写像です。
　最後にリー群とリー代数の表現 (representation)について簡単に触れておきます。より細かいことは「リー群の
表現」で触れます。リー群の随伴表現 (adjoint representation)というのがあり、これはリー代数 gの行列X をそ
のリー群 Gの行列 Aによって

X ⇒ AXA−1

と変換する準同型写像のことを言います。この写像の記号は Adで

AdA(X) = AXA−1

のように書かれます (Ad(A)X としたりもします)。AdAはリー群Gのリー代数 gへの作用を表しているので、随
伴作用 (adjoint action)や共役作用 (conjugation action)と呼ばれます。そして、SU(2)から SO(3)へ持っていっ
た (4)とこの変換は同じで、SU(2)は SO(3)での回転行列がベクトルに作用するのと同じ形になっています。こ
のため、SU(2)の随伴表現はベクトル表現と呼ばれます。SO(3)の随伴表現もベクトル表現です。
　リー代数の行列X,Y に対して

adX(Y ) = [X,Y ] = XY − Y X

とする adX のことをリー代数の随伴表現といいます。[X,Y ] = Z として、adX の交換関係を見ると
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[adX , adY ](A) = adX(adY (A))− adY (adX(A)) = [X, [Y,A]]− [Y, [X,A]]

= [X, [Y,A]]− [Y, [X,A]]

= − [A, [X,Y ]]

= [[X,Y ], A]

= ad[X,Y ](A)

= adZ(A)

途中でヤコビの恒等式を使っています。これから adX は

[adX , adY ] = adZ ([X,Y ] = Z)

という交換関係を持ち、adはX を同じ交換関係を満たす別の行列 adX へ変換すると言えます。このため adX は
構造定数を行列に変えるために使われます。これを見ておきます。
　 adX が行列になっているとし、X の区別をXi、adX の行列成分を (adX)ij とし

adXi
(Yj) = (adXi

)kjYk

が成立するとします (添え字の並びを (adXi
)jk としても成分が逆になるだけ)。見やすくするために (adXi

)kj を
(ai)kj と書くことにします。ai の交換関係は行列成分を書くと

([ai, aj ])mn = (aiaj)mn − (ajai)mn = (ai)ml(aj)ln − (aj)ml(ai)ln

構造定数が

fijk = (adXi
)kj = (ai)kj

となっているとすれば

(ai)ml(aj)ln − (aj)ml(ai)ln = filmfjnl − fjlmfinl

構造定数の関係

fijk = −fjik , fjnlflim + fnilfljm + fijlflnm = 0

によって

filmfjnl − fjlmfinl = fjnlfilm − finlfjlm = −fjnlflim + finlfljm = fijlflnm

これから

([ai, aj ])mn = fijlflnm = fijl(al)mn

行列成分を外すと
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[ai, aj ] = fijlflnm = fijlal

よって、adXi の行列を (adXi)kj = fijkとすると、(adXi)kj はX と同じ交換関係を満たす行列として存在します。
このため、構造定数をリー代数 (生成子)からの行列 (adXi)kj に置き換えられます。このように、リー代数と同じ
交換関係を満たし、構造定数と対応させられる行列として、随伴表現を定義する場合もあります。
　例えば、so(3)なら

[Li, Lj ] = ϵijkLk

と

adLi
(Lj) = [Li, Lj ] = (adLi

)kjLk

から

(adLi)kj = ϵijk

なので、レヴィ・チビタの成分 (ϵ123 = 1)を拾っていくと

(adL1)23 = ϵ132 = −1 , (adL1)32 = ϵ123 = 1

(adL2
)13 = ϵ231 = 1 , (adL2

)31 = ϵ213 = −1

(adL3
)12 = ϵ321 = −1 , (adL3

)21 = ϵ312 = 1

よって、adLi の行列は

(adL1
) =

 0 0 0
0 0 −1
0 1 0

 , (adL2
) =

 0 0 1
0 0 0
−1 0 0

 , (adL3
) =

 0 −1 0
1 0 0
0 0 0


これは so(3)の行列と同じです。よって、SO(3)の構造定数を so(3)の行列で置き換えられます。ただし、常にリー
代数の行列で置き換えられるわけではないことに注意してください。実際に、su(2)は 2× 2行列で、その随伴表
現の行列は 3× 3行列です ([Si, Sj ] = ϵijkSj だから)。
　他に基本表現 (fundamental representation)と呼ばれるものがあります。簡単に言えば、リー群の行列が作用す
る対象そのものに対する表現です。なので、GL(n,K)での nと K = R,Cで分かります。O(3), SO(3)なら 3次
元ベクトル空間 R3のベクトルにリー群の行列が作用するのでベクトル表現、SU(2), SL(2, C)なら 2次元複素ベ
クトル空間 C2 で作用するのでスピノール表現 (2成分スピノールは 2次元複素ベクトル空間の基底)というよう
になります。大雑把には、随伴表現は変換した先が同じ交換関係を満たす別の行列の場合、基本表現は元々の行列
の場合ということです。
　ここでは行列を扱ってきましたが、量子力学での演算子やポアソン括弧もリー代数に含まれます。これらは抽象
的リー代数 (abstract Lie algebra)と呼ばれます。ポアソン括弧でもいいのは、[ , ]の定義を交換関係に限定して
いないからです。[ , ]はリー積 (Lie product)と呼ばれます。上での話はリー積が交換関係の場合だったというだ
けです。「生成子・ポアンカレ群」でポアソン括弧、演算子の交換関係、群論での生成子の話が出てきたのはこの
ためです。
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