
マクスウェル方程式

マクスウェル方程式のラグランジアン密度を導入します。ゲージ条件と拘束条件にも触れます。

ヘヴィサイド・ローレンツ単位系としてます。

ローマ文字の添え字は 1, 2, 3とし、AiBi のように同じローマ文字の添え字では和を取ります。

　マクスウェル方程式は、電場E、磁場B、電荷密度 ρ、電流密度 j として

∇ ·E = ρ , ∇ ·B = 0 , ∇×E = −∂B

∂t
, ∇×B − ∂E

∂t
= j

4元ベクトルポテンシャル Aµ = (A0, Ai) = (ϕ,A)は

B = ∇×A , E = −∂A

∂t
−∇ϕ

ベクトルポテンシャルによるマクスウェル方程式は (電磁気学の「ミンコフスキー空間」参照)、4 元カレント

jµ = (ρ, ji)を使って

□Aν − ∂ν(∂µA
µ) = jν

Aµ 自体は直接的な物理量ではないことに注意してください。カレントの連続の方程式は

∂µj
µ = 0

また、光速 cを 1としないなら

∇ ·E = ρ , ∇ ·B = 0 , ∇×E = −1

c

∂B

∂t
, ∇×B − 1

c

∂E

∂t
=

1

c
j

B = ∇×A , E = −1

c

∂A

∂t
−∇ϕ

4元ベクトルポテンシャルは Aµ = (ϕ,Ai)、4元カレントは jµ = (cρ, ji)となります。

　一旦、3次元表記を使っていきます。電荷のないマクスウェル方程式のラグランジアンは電磁場のエネルギー

から

L0 =
1

2
(E2 −B2) (1)

と与えられます。これがベクトルポテンシャルのオイラー・ラグランジュ方程式からマクスウェル方程式になるこ

とを確認します。B = (B1, B2, B3)は
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Bi =
1

2
ϵijk(∂jAk − ∂kAj) (∇ = ∂i)

3次元のローマ文字の添え字は位置が上下でなくても同じ文字なら和を取ります。ϵijk (ϵ123 = 1)はレヴィ・チビ

タ記号です。B2 は

B2 =
1

4
ϵijkϵiab(∂jAk − ∂kAj)(∂aAb − ∂bAa)

=
1

4
(δjaδkb − δjbδak)(∂jAk − ∂kAj)(∂aAb − ∂bAa)

=
1

4
(∂jAk − ∂kAj)(∂jAk − ∂kAj)−

1

4
(∂jAk − ∂kAj)(∂kAj − ∂jAk)

=
1

2
(∂jAk − ∂kAj)(∂jAk − ∂kAj)

と書けるので、ベクトルポテンシャルにすると

L0 =
1

2
(E2 −B2) =

1

2
(−∂0Ai − ∂iA0)

2 − 1

4
(∂jAk − ∂kAj)(∂jAk − ∂kAj)

作用は

S =

∫
d4x(

1

2
(∂0Ai + ∂iA0)

2 − 1

4
(∂jAk − ∂kAj)(∂jAk − ∂kAj)

A0, Ai の変分 δA0, δAi を取ると、δと ∂µ は交換できることから

δS =

∫
d4x((∂0Ai + ∂iA0)(∂0δAi + ∂iδA0)−

1

2
(∂jAk − ∂kAj)(∂jδAk − ∂kδAj))

=

∫
d4x((∂0Ai + ∂iA0)(∂0δAi + ∂iδA0)−

1

2
(∂jAk − ∂kAj)∂jδAk +

1

2
(∂jAk − ∂kAj)∂kδAj)

=

∫
d4x(−Ei(∂0δAi + ∂iδA0)−

1

2
(∂jAk − ∂kAj)∂jδAk − 1

2
(∂jAk − ∂kAj)∂jδAk)

=

∫
d4x(−Ei(∂0δAi + ∂iδA0)− (∂jAk − ∂kAj)∂jδAk)

表面積分が 0になるとして

δS =

∫
d4x((∂0Ei)δAi + ∂iEiδA0 + ∂j(∂jAk − ∂kAj)δAk)

=

∫
d4x((∂0Ei + ∂j(∂jAi − ∂iAj))δAi + ∂iEiδA0)
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これが 0になるには

∂0Ei + ∂j(∂jAi − ∂iAj) = ∂0Ei −∇× (∇×A)i = 0 , ∂iEi = 0

よって、マクスウェル方程式のうちの 2個が出てきます (回転の計算は下の補足参照)。残りの 2個はベクトルポ

テンシャルを使ったマクスウェル方程式では恒等式になるので出てきません (電磁気学の「マクスウェル方程式」

参照)。

　ここから 4次元表記にします。L0 の添え字の上付き下付きの区別をつけて (Aµ = (A0, Ai) = (A0,−A), ∂µ =

(∂0,∇))

(∂0Ai + ∂iA0)
2 ⇒ −(∂0Ai − ∂iA0)(∂0A

i − ∂iA0) = −gij(∂0Ai − ∂iA0)(∂0Aj − ∂jA0)

(∂jAk − ∂kAj)(∂jAk − ∂kAj) ⇒ (∂jAk − ∂kAj)(∂
jAk − ∂kAj) = gajgbk(∂jAk − ∂kAj)(∂aAb − ∂bAa)

ここで

Fµν = (∂µAν − ∂νAµ) = −Fνµ

とすれば

(∂0Ai − ∂iA0)(∂0Aj − ∂jA0)g
ij = F0iF0jg

ij = F0iF0jg
00gij =

1

2
(F0iF0j + Fi0Fj0)g

00gij

(∂jAk − ∂kAj)(∂aAb − ∂bAa)g
jagkb = FjkFabg

jagkb

そして、µ = ν では 0なので

L0 =
1

2
(∂0Ai − ∂iA0)

2 − 1

4
(∂jAk − ∂kAj)(∂jAk − ∂kAj)

= − 1

4
F0iF0jg

00gij − 1

4
Fi0Fj0g

ijg00 − 1

4
FjkFabg

jagkb

= − 1

4
FµνFαβg

µαgνβ

= − 1

4
FµνF

µν

相対論的な話でのマクスウェル方程式のラグランジアンにはこの形が使われます。

　 Fµν は電磁場テンソルと呼ばれ、行列で書けば

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ =


0 −E1 −E2 −E3

E1 0 −B3 B2

E2 B3 0 −B1

E3 −B2 B1 0


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電場、磁場は 3次元ベクトルなので添え字の位置に意味はないです (E = (E1, E2, E3)と書いても問題ない)。下

付きでは Fµν に gµν が 2回かかるために (0, i), (i, 0)成分の符号が反転し

Fµν =


0 E1 E2 E3

−E1 0 −B3 B2

−E2 B3 0 −B1

−E3 −B2 B1 0


Fµν の符号を反転して定義していることもあるで注意してください (「一般相対性理論」では符号を反転させたも

のを使ってますが、微分を Aµ|ν と書くので符号を反転した方が見た目上使いやすいからというだけです)。電磁

場テンソルと電場、磁場の関係は (Aµ = (A0, Ai) = (A0,−A), ∂µ = (∂0,∇))

F 0i = −F0i = −(∂0Ai − ∂iA0) = −(Ei + ∂iA0) + ∂iA0 = −Ei

F ij = Fij = ∂iAj − ∂jAi = −ϵijk(∇×A)k = −ϵijkBk (∇×A = ϵijk∂jAk)

Bi = (∇×A)i = −1

2
ϵijk(∂jAk − ∂kAj) = −1

2
ϵijkFjk

4次元表記なので

− ϵijk(∇×A)k = ϵijk(ϵkab∂aAb) = ϵkijϵkab∂aAb = (δiaδjb − δibδja)∂aAb = ∂iAj − ∂jAi

ϵijk(∂jAk − ∂kAj) = ϵijk(∂jAk + ∂jAk) = 2ϵijk∂jAk = −2(∇×A)i

となっています。FµνF
µν は

FµνF
µν = F00F

00 + F01F
01 + F02F

02 + F03F
03 + · · · = −2(E2 −B2)

となるので、(1)と一致します。

　 Aµ の変分からマクスウェル方程式が出てくることから、オイラー・ラグランジュ方程式は

∂L
∂Aν

− ∂µ
∂L

∂(∂µAν)
= 0

FµνF
µν を

−1

4
FµνF

µν = − 1

4
(∂µAν − ∂νAµ)(∂

µAν − ∂νAµ)

= − 1

4
(∂µAν(∂

µAν − ∂νAµ)− ∂νAµ(∂
µAν − ∂νAµ))

= − 1

4
(∂µAν(∂

µAν − ∂νAµ)− ∂µAν(∂
νAµ − ∂µAν))

= − 1

2
∂µAν(∂

µAν − ∂νAµ)
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と書き換えて、オイラー・。ラグランジュ方程式の第 2項に入れれば

−∂α
∂L

∂(∂αAβ)
=

1

2
∂α(∂

αAβ − ∂βAα) +
1

2
∂α(∂µAν

∂

∂(∂αAβ)
(gµλgνρ∂λAρ − gµλgνρ∂ρAλ))

=
1

2
∂α(∂

αAβ − ∂βAα) +
1

2
∂µAν(g

µαgνβ − gµβgνα)

=
1

2
∂α(∂

αAβ − ∂βAα) +
1

2
∂α(∂

αAβ − ∂βAα)

= □Aβ − ∂β(∂αA
α)

として、マクスウェル方程式が出てきます。電荷があるときのラグランジアンは、Aµ で偏微分したときに jµ の

項が出てくるようにすればいいので

L = −1

4
FµνF

µν − jµA
µ (2)

と与えられます。

　ちなみに、Fµν の双対テンソル (dual tensor)と呼ばれるものがあり

∗Fµν =
1

2
ϵµνρσFρσ =


0 −B1 −B2 −B3

B1 0 E3 −E2

B2 −E3 0 E1

B3 E2 −E1 0


ϵµνρσ = −ϵµνρσ (ϵ0123 = +1)はレヴィ・チビタ記号です。双対テンソルは、Fµν からEiをBiに変え、Biを−Ei

に変えたもので、このように入れ替える変換を双対変換と呼んでいます。これらを使うことでマクスウェル方程

式は

∂µF
µν = jν

∂λFµν + ∂νFλµ + ∂µF νλ = 0

1番目で Fµν の µとの内積になっていることに注意してください。Fµν の符号を反転させると ∂νF
µν になりま

す。また、2番目のは

0 = ϵλαµν(∂
λFµν + ∂νFλµ + ∂µF νλ)

= ϵλαµν∂
λFµν + ϵλαµν∂

νFλµ + ϵλαµν∂
µF νλ

= ϵλαµν∂
λFµν + ϵµανλ∂

λFµν + ϵναλµ∂
λFµν

= (ϵλαµν + ϵλαµν + ϵλαµν)∂
λFµν

= 3∂λ(ϵλαµνF
µν)

= 6∂λ∗Fλα
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と書き換えられます。Fµν の成分を使えば、マクスウェル方程式と一致することは、例えば

j1 = ∂µF
µ1 = ∂0F

01 + ∂1F
11 + ∂2F

21 + ∂3F
31

= − ∂0E1 + ∂2B3 − ∂3B2

= − ∂E1

∂t
+ (∇×B)1 (∂µ = (∂0, ∂i) = (∂0,∇))

同様にすれば他の場合も確かめられます。

　マクスウェル方程式 ∂µF
µν = jν の右辺は電荷が存在することを表すので、∂µ

∗Fµν = 0では右辺が 0になるた

めに磁荷がないことを表わします。このことから、もし単一の磁荷があれば対称な形に式が書けます。ディラック

はこの発想を量子力学で適用しました (量子力学の「モノポール」参照)。

　ゲージ変換を任意のスカラー関数 Λ(x)によって

A′
µ = Aµ − ∂µΛ

とすれば、Fµν のゲージ変換は

F ′
µν = ∂µAν − ∂µ∂νΛ− ∂νAµ + ∂ν∂µΛ = ∂µAν − ∂νAµ = Fµν

なので、(2)の第 1項はゲージ不変です。しかし、Aµj
µ のために (2)はゲージ不変ではないです。この項を変換

すれば

A′
µj

µ = Aµj
µ − (∂µΛ)j

µ = Aµj
µ − ∂µ(Λj

µ) + Λ∂µj
µ

第 2項は表面項なので作用に影響しませんが、第 3項は残ります。しかし、jµ が運動方程式に従う軌道上だけで

なく時空上のあらゆる場所で連続の方程式 ∂µj
µ = 0を満たすなら消えます (係数に Λ(x)がいるために、あらゆ

る xµ で成立する必要がある)。この要求のもとで (2)はゲージ不変です。

　電磁場でのエネルギー・運動量テンソルを求めます。エネルギー・運動量テンソル θµν はネーターの定理から

θµν =
∂L(x)

∂(∂µAρ)
∂νA

ρ − gµνL(x)

これに電磁場のラグランジアン (2)を入れればいいです。第 1項は
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∂FαβF
αβ

∂(∂µAρ)
=

∂

∂(∂µAρ)
(∂αAβ − ∂βAα)(∂

αAβ − ∂βAα)

= gαµgβρ(∂
αAβ − ∂βAα)− gβµgαρ(∂

αAβ − ∂βAα) + gαµg
β
ρ(∂αAβ − ∂βAα)− gβµg

α
ρ(∂αAβ − ∂βAα)

= (∂µAρ − ∂ρAµ)− (∂ρAµ − ∂µAρ) + (∂µAρ − ∂ρAµ)− (∂ρAµ − ∂µAρ)

= 4(∂µAρ − ∂ρAµ)

= 4Fµρ (3)

よって

θµν = −Fµρ∂νA
ρ − gµν(−

1

4
FαβF

αβ − jρA
ρ)

これの発散を取ると

∂µθµν = − ∂µ(Fµρ∂νA
ρ) +

1

4
gµν∂

µ(FαβF
αβ) + gµν∂

µ(jρA
ρ)

= − ∂µFµρ∂νA
ρ − Fµρ∂

µ∂νA
ρ +

1

2
gµν(∂

µFαβ)F
αβ + gµνA

ρ∂µjρ + gµνjρ∂
µAρ

= − jρ∂νA
ρ − Fµρ∂

µ∂νA
ρ +

1

2
gµν∂

µ(∂αAβ − ∂βAα)F
αβ + gµνA

ρ∂µjρ + gµνjρ∂
µAρ

= − (∂ν∂µAρ)F
µρ +

1

2
∂ν(∂αAβ − ∂βAα)F

αβ + gµνA
ρ∂µjρ

= − 1

2
∂ν(∂αAβ + ∂βAα)F

αβ + gµνA
ρ∂µjρ

= gµνA
ρ∂µjρ

下から 2行目の第一項は Fαβ が反対称なので消えます。というわけで、jµが時間と位置に依存しているなら、エ

ネルギーと運動量の保存が成立しません (jµ のために 4次元時空の並進不変でなくなっている)。真空中の電磁場

なら jµ = 0なので、保存則が成立します。

　「ネーターの定理」で見たように、今の段階ではエネルギー・運動量テンソルは対称になっていないので、そ

れを修正します。そのために

Tµν = θµν + ∂λχλµν

とします。χλµν は λと µの交換に対して反対称です。そして、θµν をゲージ変換してみると

θ′µν = θµν − Fµρ∂ν∂
ρΛ + gµνjρ∂

ρΛ

= θµν − ∂ρ(Fµρ∂νΛ) + (∂ρFµρ)∂νΛ + gµν∂
ρ(jρΛ)− gµνΛ∂

ρjρ

= θµν − ∂ρ(Fµρ∂νΛ− gµνjρΛ) + jµ∂νΛ
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余分な項が出てくるので、ゲージ不変ではないのが分かります。しかし、カレントの項はラグランジアンの時点でゲー

ジ不変でない項なので無視します。このため、ゲージ変換後に第二項の残りの部分を消せるように χλµν = FµρAν

と選び

Tµν = θµν + ∂ρ(FµρAν) = − Fµρ∂νA
ρ − gµν(−

1

4
FαβF

αβ − jρA
ρ) + ∂ρ(FµρAν)

= − Fµρ∂νA
ρ − gµν(−

1

4
FαβF

αβ − jρA
ρ)− ∂ρ(FρµAν)

=
1

4
gµνFαβF

αβ + Fµρ(∂
ρAν − ∂νA

ρ) + gµνjρA
ρ − jµAν

=
1

4
gµνFαβF

αβ + FµρF
ρ
ν + gµνjρA

ρ − jµAν

これが物理的なエネルギー・運動量テンソルです。このときでも発散をとって 0にならないです。実際に

∂µTµν =
1

2
(∂νFαβ)F

αβ + Fµρ(∂
µF ρ

ν) + (∂µFµρ)F
ρ
ν + ∂ν(jρA

ρ)− ∂µ(jµAν)

=
1

2
(∂νFαβ)F

αβ + Fµρ∂µ(∂ρAν − ∂νAρ) + (∂µFµρ)F
ρ
ν + ∂ν(jρA

ρ)− ∂µ(jµAν)

=
1

2
∂ν(∂αAβ − ∂βAα)F

αβ + (∂ρ∂µAν − ∂ν∂µAρ)F
µρ + (∂µFµρ)F

ρ
ν + ∂ν(jρA

ρ)− ∂µ(jµAν)

= − 1

2
∂ν(∂αAβ + ∂βAα)F

αβ + (∂µFµρ)F
ρ
ν + ∂ν(jρA

ρ)− ∂µ(jµAν)

= − jρF
ρ
ν + ∂ν(jρA

ρ)− ∂µ(jµAν)

∂ρ∂µAνF
µρ は Fµρ が反対称なので消えます。エネルギー密度 T00 は電場と磁場で書くと

T00 =
1

4
g00FαβF

αβ + F0ρF
ρ
0 + g00jρA

ρ − j0A0

= − 1

2
(E2 −B2) +E2 + (j0A

0 − j ·A)− j0A0

=
1

2
(E2 +B2)− j ·A

運動量密度 T0i (i = 1, 2, 3)では

T0i = F0ρF
ρ
i = F01F

1
i + F02F

2
i + F03F

3
i − j0Ai

= E1(0, B3,−B2) + E2(−B3, 0, B1) + E3(B2,−B1, 0)− j0Ai

= (−E2B3 + E3B2,−E3B1 + E1B3,−E1B2 + E2B1)− j0Ai

= −E ×B + j0A

jµ = 0では電磁場そのものだけのエネルギー密度と運動量密度になり、電磁気での電磁場のエネルギー密度とポ

インティングベクトル (ポインティングベクトルが運動量密度に対応)になります。
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　次にゲージ条件を見ていきます。ここから真空でのマクスウェル方程式を扱うことにし、jµ = 0とします。ゲー

ジ変換はスカラー関数 Λ(x)によって

A′
µ(x) = Aµ − ∂µΛ(x)

この変換に対してマクスウェル方程式は不変です。ゲージ条件をローレンツゲージ

∂µA
µ = 0 (4)

とすれば、マクスウェル方程式は

□Aµ = 0 (5)

となります。ローレンツゲージは共変なゲージ条件です。しかし、

□f(x) = 0

となる f(x)による変換

A′
µ(x) = Aµ(x)− ∂µf(x)

に対して、(4),(5)は不変です。このため、ローレンツゲージでは (4),(5)から Aµ は決まらず、f による任意性が

残ります。この任意性を利用して A0 = 0となる f を選べば、ローレンツゲージは

A0 = 0 , ∇ ·A = 0 (6)

となり、これで Aµ は決まります。マクスウェル方程式 (5)は、µ = 0では 0の恒等式なので

□Ai = 0 (7)

となります。ゲージ条件 (6)はクーロンゲージと呼ばれることが多く、radiation gaugeとも呼ばれます。他にも、

A0 = 0を temporal gaugeと言うために、temporal gaugeとも呼ばれます。もしくは、真空では∇ ·A = 0から

マクスウェル方程式の解として A0 = 0が導かれるために、クーロンゲージは ∇ ·Aだけを指すことも多いです
(電磁気の「マクスウェル方程式・ゲージ変換」参照)。

　ローレンツゲージでのマクスウェル方程式はクライン・ゴルドン方程式で質量を 0にしたものと同じです。な

ので、同じように平面波展開できて (「クライン・ゴルドン方程式～複素スカラー場～」の補足参照)

Aµ(x) =

∫
d4k

(2π)4
Aµ(k)e

ikx =

∫
d3k

(2π)3
1

2k0
(A+

µ (k)e
ikx +A−

µ (k)e
−ikx) (k0 = |k|)
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Aµ は実数なので複素共役は (A±
µ )

∗ = A∓
µ です。ローレンツゲージに入れれば

kµAµ = 0

となりますが、これだと Aµを決めきれません。実際に、これだけでは電磁場の自由度は 2になりません (横波か

分からない)。クーロンゲージ (6)に入れると、A0 = 0なので

k ·A(k) = 0

Aは 3次元運動量 kと直交しています (平面波の進行方向に対して垂直)。これから、Aの自由度は 2となり (3成

分のうちの 2つが分かれば残りの 1つが決まる)、電磁場は横波であることに対応します (横波は波の進行方向に

垂直に振動)。このため、クーロンゲージでは共変性はなくなりますが、電磁場の物理的な自由度のみが取り出さ

れます。

　この関係から、kに直交する 3次元単位ベクトル ϵ(k)を導入して

k · ϵ(k) = 0

ϵ(k)を偏極ベクトルと呼び、電磁場がどの方向に振動しているのかを表すものです（「プロカ方程式」も参照）。

進行方向に直交している 2次元面上に任意の ϵはいるので、適当な基底ベクトル ϵ(1), ϵ(2)の線形結合で書けます。

ϵ(1), ϵ(2) は

k · ϵ(1) = 0 , k · ϵ(2) = 0 , ϵ(1) · ϵ(2) = 0

k方向の単位ベクトルを ϵ(3) = k/|k|とすれば、ϵ(1), ϵ(2), ϵ(3)は 3次元空間の正規直交基底となります (ϵ(i) ·ϵ(j) =
δij)。ϵ(1,2) は横波成分、ϵ(3) は進行方向なので縦波成分です。例えば、電磁場が第 3成分方向に進んでいるなら

ϵ(1) = (1, 0, 0) , ϵ(2) = (0, 1, 0) , ϵ(3) = (0, 0, 1)

と書けます。

　基底ベクトル e(i) によってベクトル vは v = vie
(i) = Σi(v · e(i))e(i) と書けて、その成分 va に対して

va =

3∑
i=1

e(i)a (e(i) · v) =
3∑

i=1

e(i)a e
(i)
b vb = δabvb

となるので

3∑
i=1

e(i)a e
(i)
b = δab (8)

括弧付きの添え字の和は書いています。そうすると、偏極ベクトルでは

2∑
i=1

ϵ(i)a ϵ
(i)
b = δab − ϵ(3)a ϵ

(3)
b = δab −

kakb
|k|2

(9)
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という関係になります。

　 4次元ミンコフスキー時空での偏極ベクトルによる基底を作ります。4次元でも太字にした xで書きます。xは

基底 e(α) によって

x =

3∑
α=0

xαe(α)

これの内積はミンコフスキー時空での定義から

x · x =

3∑
α,β=0

xαxβe(α) · e(β) = gαβx
αxβ

なので

e(α)µ e(β)µ = gαβ

これから、偏極ベクトル ϵ
(λ)
µ (k) (λ = 0, 1, 2, 3)として

ϵ(λ)µ ϵ(λ
′)µ = gλλ′

と与えます。ϵ
(0)
µ は時間的、ϵ

(i)
µ は空間的です。変形すれば

gµν
3∑

λ,λ′=0

gλλ′ϵ(λ)µ ϵ(λ
′)

ν =

3∑
λ,λ′=0

gλλ′gλλ′

=

3∑
λ,λ′=0

gλλ′gλλ′

= g00g00 + g11g11 + · · ·

= gµνgµν

3∑
λ,λ′=0

gλλ′ϵ(λ)µ ϵ(λ
′)

ν = gµν (10)

となり、(8)を 4次元にしたものが求まります。

　 ϵ
(λ)
µ はほとんどの場合で

ϵ(0)µ(k) = (1, 0, 0, 0) , ϵ(1)µ(k) = (0, ϵ(1)) , ϵ(2)µ(k) = (0, ϵ(2)) , ϵ(3)µ(k) = (0,
k

|k|
)

と選びます (ϵ(1,2) は ϵ(3) に直交)。これらは

kµϵ(1)µ = kµϵ(2)µ = 0 , kµϵ(0)µ = −kµϵ(3)µ
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このように選ぶと、λ = 0のとき時間方向、λ = 1, 2のとき横波方向、λ = 3のとき縦波方向というのがはっきり

します。このため、λ = 0のときスカラー光子 (時間的光子)、λ = 1, 2のとき横波光子、λ = 3のとき縦波光子と

呼びます。また、ϵ
(λ)
µ は基底なので、これは座標系 (Aµを展開する座標系)を電磁場の進行方向に合わせて決めら

れたことになります。なので、一般化するにはローレンツ変換を行う必要があります。

　 (9)を 4次元にできます。ϵ(0)µ = ηµ と書きます。kを 4次元表記したいので、η · k = k0 から

(0,k) = (k0,k)− (k0, 0, 0, 0) = kµ − (η · k)η

k2 = −(k20 − k2) + k20 = −k2 + (η · k)2

これらによって

ϵ(3)µ = Kµ = (0,
k

|k|
) =

kµ − (η · k)η√
(η · k)2 − k2

とすれば、(10)は

gµν = g00ϵ
(0)
µ ϵ(0)ν + g11ϵ

(1)
µ ϵ(1)ν + g22ϵ

(2)
µ ϵ(2)ν + g33ϵ

(3)
µ ϵ(3)ν

−
2∑

λ=1

ϵ(λ)µ ϵ(λ)ν = gµν − ϵ(0)µ ϵ(0)ν + ϵ(3)µ ϵ(3)ν

2∑
λ=1

ϵ(λ)µ ϵ(λ)ν = − gµν + ηµην −KµKν

右辺は

((η · k)2 − k2)ηµην − (kµ − (η · k)ηµ)(kν − (η · k)ην)

=(η · k)2ηµην − k2ηµην − kµkν − (η · k)2ηµην + (η · k)(ηµkν + ηνkµ)

=− k2ηµην − kµkν + (η · k)(ηµkν + ηνkµ)

なので

2∑
λ=1

ϵ(λ)µ ϵ(λ)ν = −gµν +
−k2ηµην − kµkν + (η · k)(ηµkν + ηνkµ)

(η · k)2 − k2

電磁場では k2 = 0なので

2∑
λ=1

ϵ(λ)µ ϵ(λ)ν = −gµν +
−kµkν + (η · k)(ηµkν + ηνkµ)

(η · k)2
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また、これに kµ をかけると

−kν +
−k2kν + (η · k)2kν + (η · k)ηνk2

(η · k)2
= −kν +

(η · k)2

(η · k)2
kν = 0

このように kµ に直交するのが分かります。

　偏極ベクトルによって A±
µ は

A±
µ (k) = ϵ(λ)µ a±λ (k)

と分解されます。クーロンゲージを取るなら、λ = 1, 2しかないので

A(x) =

∫
d3k

(2π)3
1

2k0

2∑
λ=1

ϵ(λ)(k)(a+λ (k)e
ikx + a−λ (k)e

−ikx)

と書けます。

　最後に、拘束条件が出てくることも見ておきます。jµ = 0として、真空でのマクスウェル方程式とします。ラ

グランジアンから Aµ の正準共役な場 πµ を求めると、π0 は

π0 =
∂L
∂Ȧ0

= 0 (Ȧ0 = ∂0A0 =
∂A0

∂t
)

πi は

πi =
∂L
∂Ȧi

= − 1

4

∂

∂Ȧi

(F0iF
0i)

= − 1

4

∂

∂Ȧi

((∂0Ai − ∂iA0)(∂
0Ai − ∂iA0) + (∂iA0 − ∂0Ai)(∂

iA0 − ∂0Ai))

= − 1

4
((∂0Ai − ∂iA0) + (∂0Ai − ∂iA0)− (∂iA0 − ∂0Ai)− (∂iA0 − ∂0Ai))

= − 1

4
(2(∂0Ai − ∂iA0)− 2(∂iA0 − ∂0Ai))

= ∂iA0 − ∂0Ai

= − (∇A0)
i − ∂Ai

∂t
(∂µ = (

∂

∂t
,−∇))

= Ei

というわけで、共役な場 πµのうち π0が 0になっています。これが拘束条件となり、第一次拘束条件です (解析力

学の「拘束条件」参照)。Ȧ0 によるラグランジアンの微分が 0であるために、A0 によるオイラー・ラグランジュ

方程式は

∂i
∂L

∂(∂iA0)
=

∂L
∂A0
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となり、左辺の ∂iA0 の微分は

−1

4
((∂iA0 − ∂0Ai)− (∂0Ai − ∂iA0) + (∂iA0 − ∂0Ai)− (∂0Ai − ∂iA0))

= − (∂iA0 − ∂0Ai)

となることから、オイラー・ラグランジュ方程式は

−∂i(∂
iA0 − ∂0Ai) = −∇ · (−∇A0 − ∂0A) = ∇ ·E = 0

これはクーロンの法則で、第二次拘束条件になります。電磁場では拘束条件が出てくるために、スカラー場やディ

ラック場よりも複雑なことになります。

　ハミルトニアン密度Hは

H = πµȦµ − L = Ei ∂

∂t
Ai −

1

2
(E2 −B2)

= −E · ∂

∂t
A− 1

2
(E2 −B2)

= −E · (−E −∇A0)−
1

2
(E2 −B2) (E = −∂A

∂t
−∇A0)

= E2 +E · ∇A0 −
1

2
(E2 −B2)

=
1

2
(E2 +B2) +E · ∇A0

よって、ハミルトニアンは

H =

∫
d3xH =

∫
d3x

1

2
(E2 +B2)

ハミルトニアン密度の第二項は表面積分とマクスウェル方程式によって消せるので、省いています。

　電磁場での π0 = 0は、正準共役な場 Aµ, π
µ の同時刻交換関係を作る時に 0成分が成立しないという問題を引

き起こします。この問題を解決させるためにゲージ自由度が使われます。ちなみに重力場の量子化でも拘束条件が

出てきます。

・補足

　∇×∇×Aを求めます。回転は

(∇×A)1 = ∂2A3 − ∂3A2 , (∇×A)2 = ∂3A1 − ∂1A3 , (∇×A)3 = ∂1A2 − ∂2A1

3次元として添え字の上付き下付きの区別をしていません。これらから

(∇×A)1 =
1

2
ϵ1jk(∂jAk − ∂kAj) =

1

2
ϵ123(∂2A3 − ∂3A2) +

1

2
ϵ132(∂3A2 − ∂2A3) = ∂2A3 − ∂3A2
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とできるので

(∇×A)i =
1

2
ϵijk(∂jAk − ∂kAj)

これの回転を取ると

(∇×∇×A)a = (∇×C)a =
1

2
ϵabc(∂bCc − ∂cCb)

=
1

2
ϵabc(

1

2
ϵcjk∂b(∂jAk − ∂kAj)−

1

2
ϵbjk∂c(∂jAk − ∂kAj))

=
1

4
(ϵabcϵcjk∂b(∂jAk − ∂kAj)− ϵabcϵbjk∂c(∂jAk − ∂kAj))

=
1

4
(ϵcabϵcjk∂b(∂jAk − ∂kAj) + ϵbacϵbjk∂c(∂jAk − ∂kAj))

=
1

4
(ϵcabϵcjk∂b(∂jAk − ∂kAj) + ϵcabϵcjk∂b(∂jAk − ∂kAj))

=
1

2
ϵcabϵcjk∂b(∂jAk − ∂kAj)

=
1

2
(δajδbk − δakδbj)∂b(∂jAk − ∂kAj)

=
1

2
δajδbk∂b(∂jAk − ∂kAj)−

1

2
δakδbj∂b(∂jAk − ∂kAj)

=
1

2
∂b(∂aAb − ∂bAa)−

1

2
∂b(∂bAa − ∂aAb)

= ∂b(∂aAb − ∂bAa)
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