
経路積分～非可換ゲージ場～

可換ゲージ場である電磁場についてはやったので、ここでは非可換ゲージ場の場合を扱い、非可換ゲージ場でのファイ

ンマン則を導出します。電磁場のところですでに非可換ゲージ場として経路積分を作ったのでそれをそのまま使ってい

きます。非可換ゲージ場と電磁場 (可換ゲージ場)との違いは非可換ゲージ場では、ゲージ場とゲージ場が結合します

(ゲージ場の自己相互作用)。また、ここだと内部自由度による添え字の並びによって符号が結構変わるので注意が必要

です。

途中の計算がグチャグチャしているので、ちゃんとした結果 (ファインマン則)は最後にまとめてあります。

記号としては、ローマ字の添え字は内部自由度によるものを (SU(N)なら、1, 2 · · ·N2 − 1)、ギリシャ文字は 4次元時

空成分を表します。

非可換ゲージ場の生成汎関数は

Z =

∫
DAµDηDη exp

[
i

∫
d4x

(
L0 −

1

2α
(Ga[Aµ])

2 − ηaMabη
b

)]
=

∫
DAµ exp

[
i

∫
d4xLeff

]

外場の項 (ゲージ場とゴースト場の)は書いていませんが、あると思ってください。このときのラグランジアンは

Leff = −1

4
(F a

µν)
2 − 1

2α
(Ga)2 − ηaMabη

b = L0 + LG + LFP

F a
µν = ∂µA

a
ν − ∂νA

a
µ + gfabcAb

µA
c
ν

Ga[Aµ]はゲージ条件で、ここではゲージ条件としてローレンツゲージ

Ga[Aa
µ] = ∂µAa

µ

を使うことにします。非可換ゲージ場 Aa
µ の変換は

Aa′
µ = Aa

µ + fabcAb
µΛ

c +
1

g
∂µΛ

a (無限小変換)

= Aa
µ +

1

g
(gfabcAb

µΛ
c + ∂µΛ

a)

で与えられます。そうすると、Mab は

Mab =
δGa

δΛb
=

δ

δΛb
{∂µAa

µ +
1

g
(gfacd∂µ(Ac

µΛ
d) + ∂µ∂µΛ

a)}

=
1

g
(gfacd∂µAc

µδ
bd + gfacdAc

µ∂
µδbd + δab∂µ∂µ)

=
1

g
(−gfabc∂µAc

µ − gfabcAc
µ∂

µ + δab∂µ∂µ)

fabcの項の符号が反転しているのは δbdによって dを bにして、facbを fabcにしてるからです。1/gは規格化定数に入

れてしまうとすれば、ゴースト項は
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∫
DηDη exp

[
−i

∫
d4x

(
ηaMabη

b
)]

=

∫
DηDη exp

[
igfabc

∫
d4x

(
∂µAc

µη
aηb +Ac

µη
a∂µηb

)
− i

∫
d4xηaδab�ηb

]

となります。というわけでラグランジアンは

Leff = −1

4
(F a

µν)
2 − 1

2α
(∂µAa

µ)
2 − ηaδab�ηb + gfabc(∂µAc

µη
aηb +Ac

µη
a∂µηb)

最後の項は

gfabc(∂µAc
µη

aηb +Ac
µη

a∂µηb) = gfabcηa(∂µAc
µη

b +Ac
µ∂

µηb)

= gfabcηa∂µ(Ac
µη

b)

= gfabc∂µ(ηaAc
µη

b)− gfabc(∂µηa)Ac
µη

b

と変形させられ、第一項は表面積分で落ちるので

Leff = −1

4
(F a

µν)
2 − 1

2α
(∂µAa

µ)
2 − ηaδab�ηb − gfabc(∂µηa)Ac

µη
b

このときの ηaδab�ηbによって、ゴーストの伝播関数を求めることができ、この形からすぐに運動量表示の伝播関数は

iδab

k2

であることがわかり、位置表示なら

< 0|ηa(x)ηb(y)|0 >=
∫

d4k

(2π)4
i

k2
δabe−ik(x−y)

後は頂点がどうなっているのか調べればいいんですが、そのためにラグランジアンを自由部分と相互作用部分に分けて

おきます。ゲージ場 Aa
µ の自由部分は

(F a
µν)

2 = (∂µA
a
ν − ∂νA

a
µ + gfabcAb

µA
c
ν)(∂

µAνa − ∂νAµa + gfadeAµdAνe)

= (∂µA
a
ν − ∂νA

a
µ)(∂

µAνa − ∂νAµa) + gfade(∂µA
a
ν − ∂νA

a
µ)A

µdAνe

+ gfabcAb
µA

c
ν(∂

µAνa − ∂νAµa) + g2fabcfadeAb
µA

c
νA

µdAνe

= (∂µA
a
ν − ∂νA

a
µ)(∂

µAνa − ∂νAµa) + 2gfabc(∂µAνa − ∂νAµa)Ab
µA

c
ν + g2fabcfadeAb

µA
c
νA

µdAνe

なので、自由部分のラグランジアンは
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LG
0 = −1

4
(∂µA

a
ν − ∂νA

a
µ)(∂

µAνa − ∂νAµa)− 1

2α
(∂µAa

µ)
2

LFP
0 = −ηaδab�ηb

ゲージ固定項は自由ゲージ場のラグランジアンに含めています。相互作用ラグランジアンは

Lint = −1

2
gfabc(∂µAνa − ∂νAµa)Ab

µA
c
ν − 1

4
g2fabcfadeAb

µA
c
νA

µdAνe − gfabc(∂µηa)ηbAc
µ

これらを使って摂動展開を行います。フェルミオンがいるときは自由部分と相互作用部分のラグランジアンに

Lf
0 = ψ(iγµ∂µ −m)ψ

Lf
int = gψγµAi

µt
iψ

が加わるだけです (tiは SU(N)の生成子です)。これらはいたとしても非可換ゲージ場部分の摂動展開とは無関係なの

で、とりあえず無視します。

　相互作用があるときの生成汎関数 Z は

Z = (1 + i

∫
d4xLint + · · · )Z0

でもとめられ、Z0 は

Z0 = ZG
0 Z

FP
0

ZG
0 [J ] =

∫
DA exp

[
i

∫
d4x(LG

0 +A · J)
]

ZFP
0 [ξ, ξ] =

∫
DηDη exp

[
i

∫
d4x(LFP

0 + ηξ + ξη)
]

となっています (J, ξ, ξはゲージ場、反ゴースト場、ゴースト場の源 )。ZG
0 は電磁場と同じ形をしており、単に添え字

a, b, · · · がついているだけの違いなので、変形させていけば

ZG
0 [J ] = exp

[
− i

2

∫
d4xd4y(Jaµ(x)Dab

µν(x− y)Jbν(y)
]

Dab
µν(x− y) = −δab

∫
d4k

(2π)4
1

k2

(
gµν + (α− 1)

kµkν
k2

)
e−ik(x−y) (1)

なので、非可換ゲージ場の伝播関数は電磁場に内部自由度の添え字がついているだけです。ゴースト場に対して同じよ

うな変形をかければ (基本的な形はディラック場と同じなので)

ZFP
0 [ξ, ξ] = exp

[
− i

∫
d4xd4y(ξ

a
(x)Dab(x− y)ξb(y))

]
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Dab(x− y) = δab
∫

d4k1
(2π)4

1

k21
e−ik1(x−y) (2)

となり、上での予想と同じになります。フェルミオンの伝播関数も QEDでのものに単に δab がくっつくだけです。ま

た、伝播関数はDab
µν , D

ab に iをかけたものだとして定義します。

ゲージ場-ゴースト場-ゴースト場の相互作用を見るために、ξ, ξ, J での汎関数微分を行います。ゴースト場はフェルミ

オン扱いになるので、相互作用ラグランジアンの η, η, Aµ を

η → 1

i

δ

δξ
, η → −1

i

δ

δξ
, Aµ → 1

i

δ

δJµ

というように置き換えます。必要な相互作用ラグランジアンは

−i
∫
d4x gfabc(∂µηa)ηbAc

µ

の部分なので、これを Z0 = ZG
0 Z

FP
0 に作用させると

−i
∫
d4x

[
gfabc(∂µ(−1

i

δ

δξa(x)
))
1

i

δ

δξ
b
(x)

1

i

δ

δJcµ(x)

]
ZG
0 [J ]ZFP

0 [ξ, ξ]

=
i

i3

∫
d4x

(
gfabc(∂µ

δ

δξa(x)
)

δ

δξ
b
(x)

δ

δJcµ(x)

)

× exp
[
− i

2

∫
d4x1d

4y1(J
a1ρ(x1)D

a1b1
ρλ (x1 − y1)J

b1λ(y1)
]

× exp
[
− i

∫
d4x2d

4y2(ξ
a2
(x2)D

a2b2(x2 − y2)ξ
b2(y2))

]
= − i

i3

∫
d4x

(
(gfabc(∂µ

δ

δξa(x)
)

δ

δξ
b
(x)

)
) i
2

∫
d4x1d

4y1

(
Da1b1

ρλ (x1 − y1)J
b1λ(y1)δ

µρδca1δ4(x1 − x) + Ja1µ(x1)D
a1b1
ρλ (x1 − y1)δ

µλδcb1δ4(y1 − x)
)

× exp
[
− i

2

∫
d4x1d

4y1(J
a1ρ(x1)D

a1b1
ρλ (x1 − y1)J

b1λ(y1)
]

× exp
[
− i

∫
d4x2d

4y2(ξ
a2
(x2)D

a2b2(x2 − y2)ξ
b2(y2))

]
=

i

i3
i

2

∫
d4x

(
gfabc(∂µ

δ

δξa(x)
)
)∫

d4x1d
4y1

(
Da1b1

ρλ (x1 − y1)J
b1ν(y1)δ

µρδca1δ4(x1 − x)

+Ja1µ(x1)D
a1b1
ρλ (x1 − y1)δ

µλδcb1δ4(y1 − x)
)
i

∫
d4x2d

4y2
(
Da2b2(x2 − y2)ξ

b2(y2)δ
ba2δ4(x− x2)

)
× exp

[
− i

2

∫
d4x1d

4y1(J
a1ρ(x1)D

a1b1
ρλ (x1 − y1)J

b1λ(y1)
]

× exp
[
− i

∫
d4x2d

4y2(ξ
a2
(x2)D

a2b2(x2 − y2)ξ
b2(y2))

]
= − i

i3
i2

2

∫
d4x gfabc

∫
d4x1d

4y1

(
Da1b1

ρλ (x1 − y1)J
b1ν(y1)δ

µρδca1δ4(x1 − x)

+Ja1µ(x1)D
a1b1
ρλ (x1 − y1)δ

µλδcb1δ4(y1 − x)
)
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×
∫
d4x2d

4y2

(
Da2b2(x2 − y2)ξ

b2(y2)δ
ba2δ4(x− x2)

)
×
(
i

∫
d4x2d

4y2∂
µ
(
ξ
a2
(x2)D

a2b2(x2 − y2)δ
ab2δ4(y2 − x)

)
+

∫
d4x2d

4y2
(
∂µDa2b2(x2 − y2)δ

ba2δab2δ4(x− y2)δ
4(x− x2)

))
× exp

[
− i

2

∫
d4x1d

4y1(J
a1ρ(x1)D

a1b1
ρλ (x1 − y1)J

b1λ(y1)
]

× exp
[
− i

∫
d4x2d

4y2(ξ
a2
(x2)D

a2b2(x2 − y2)ξ
b2(y2))

]
⇒ − i

2

∫
d4x gfabc

(∫
d4y1D

a1b1
ρλ (x− y1)J

b1λ(y1)δ
µρδca1 +

∫
d4x1J

a1ρ(x1)D
a1b1
ρλ (x1 − x)δµλδcb1

)
×
∫
d4y2

(
Da2b2(x− y2)ξ

b2(y2)δ
ba2

) ∫
d4x2

(
ξ
a2
(x2)∂

µDa2b2(x2 − x)δab2
)
Z0

= − i

2
gfabc

∫
d4x

∫
d4y1d

4y2d
4x2(

Dcb1
µν (x− y1)D

bb2(x− y2)∂
µDa2a(x2 − x)Jb1ν(y1)ξ

b2(y2)ξ
a2
(x2)

+

∫
d4x1d

4x2d
4y2D

a1c
ρµ (x1 − x)Dbb2(x− y2)∂

µDa2a(x2 − x)Ja1ρ(x1)ξ
b2(y2)ξ

a2
(x2)

)
Z0

= −igfabc
∫
d4xd4y1d

4y2d
4x2(

Dcb1
µν (x− y1)D

bb2(x− y2)∂
µDaa2(x2 − x)Jb1ν(y1)ξ

b2(y2)ξ
a2
(x2)

)
Z0

途中の⇒は Jb1νξb2ξ
a2 を含んでいる項のみを取り出しています。最後の行へは、添え字や積分変数の文字をそろえる

と二つの項が同じ式になるので一つにまとめています。ゲージ場-ゴースト場-ゴースト場の 3点関数を求めるには

G(3) = −(
1

i
)3
δ

δξ

δ

δξ

δ

δJµ
(∼)|J,ξ,ξ=0

(∼)は今求めたものです。最後に J, ξ, ξは 0にするので、途中で明らかに最後までこの三つのうちどれかが生き残る項

は落としていきます。

G(3)(z1, z2, z3) = gfabc(
1

i
)2

δ

δξ
d
(z1)

δ

δξe(z2)

δ

δJfρ(z3)

∫
d4xd4y1d

4y2d
4x2

[
Dcb1

µν (x− y1)D
bb2(x− y2)∂

µDaa2(x2 − x)Jb1ν(y1)ξ
b2(y2)ξ

a2
(x2)

]
Z0

= gfabc(
1

i
)2

δ

δξ
d
(z1)

δ

δξe(z2)

∫
d4xd4y1d

4y2d
4x2

[
Dcb1

µν (x− y1)D
bb2(x− y2)∂

µDaa2(x2 − x)δ4(z3 − y1)δ
fb1δρνξb2(y2)ξ

a2
(x2)

]
Z0

= gfabc(
1

i
)2

δ

δξ
d
(z1)

∫
d4xd4y1d

4y2d
4x2
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[
Dcb1

µν (x−y1)Dbb2(x−y2)∂µDaa2(x2−x)δ4(z3−y1)δfb1δρνδeb2δ4(z2−y2)ξ
a2
(x2)

]
Z0

= gfabc(
1

i
)2

∫
d4xd4y1d

4y2d
4x2[

Dcb1
µν (x− y1)D

bb2(x− y2)∂
µDaa2(x2 − x)δ4(z3 − y1)δ

fb1δρνδeb2δ4(z2 − y2)δ
da2δ4(z1 − x2)

]
Z0

= gfabc(
1

i
)2

∫
d4x[Dcf

µν(x− z3)D
be(x− z2)∂

µDad(z1 − x)δρν ]Z0

Z0 の J, ξ, ξを 0にすれば

Ga1a2a3(3)(z1, z2, z3) = −gfabc
∫
d4x[Dca3

µν (x− z3)D
ba2(x− z2)∂

µDaa1(z1 − x)]

これでゲージ場とゴースト場 2つが結合して頂点を作っていることがわかります。伝播関数を運動量の積分で書けば、

(1)で gµν + (α− 1)kµkν/k
2 = Kµν として

Ga1a2a3(3)(z1, z2, z3) = −igfabc
∫
d4x

∫
d4k

(2π)4
−δca3Kµν

k2
e−ik(x−z3)

∫
d4k2
(2π)4

δba2

k22
e−ik2(x−z2)

∫
d4k1
(2π)4

δaa1

k21
k1µe

−ik1(z1−x)

= −igfabc
∫
d4x

∫
d4kd4k1d

4k2
k1µ

(2π)12
e−i(k+k1−k2)xeikz3eik2z2e−ik1z1(−δ

ca3Kµν

k2
δba2δaa1

k21k
2
2

)

= −igfabc
∫
d4kd4k1d

4k1
k1µ

(2π)12
(2π)4δ(k + k1 − k2)e

ikz3eik2z2e−ik1z1(−δ
ca3Kµν

k2
δba2δaa1

k21k
2
2

)

= −igfabc
∫
d4k1d

4k2
k1µ
(2π)8

eikz3eik2z2e−ik1z1(−δ
ca3Kµν

k2
δba2δaa1

k21k
2
2

)

= −igfabc
∫
d4k1d

4k2
(2π)8

ei(−k1z1+k2z2+kz3)(−δ
ca3Kµν

k2
δba2

k21

δaa1

k22
)k1µ (k = k1 − k2)

= −igfabc
∫
d4k1d

4k2
(2π)8

ei(−k1z1+k2z2+kz3)Dca3
µν (x− z3)D

ba2(x− z2)D
aa1(z1 − x)k1µ

= −i 1
i3
gfabc

∫
d4k1d

4k2
(2π)8

k1µe
i(−k1z1+k2z2+kz3)iDca3

µν (x− z3)iD
ba2(x− z2)iD

aa1(z1 − x)

= gfabc
∫
d4k1d

4k2
(2π)8

k1µe
i(−k1z1+k2z2+kz3)iDca3

µν (x− z3)iD
ba2(x− z2)iD

aa1(z1 − x)

というわけで、これによってゲージ場-ゴースト場-ゴースト場での頂点は

gfabckµ

となります。式だけだと記号が何に対応しているのかが分かりづらいので、a, b, cや kが何に対応しているのかは一番

下に乗せている図を見て確認してください (伝播関数の上についてる添え字で判別します)。また、グラスマン数の場合

は汎関数微分の並びに注意、今の表記では z2 から z1 へ進む。

相互作用ラグランジアンの残りの項である
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−1

2
gfabc(∂µAνa − ∂νAµa)Ab

µA
c
ν − 1

4
g2fabcfadeAb

µA
c
νA

µdAνe

この二つは見て予想できるように、ゲージ場が 3つ結合したものと 4つ結合したものを表現します。第一項から見てい

きます。ファインマン則を求めるには今してきたように経路積分を真面目に計算していかなくても頂点部分だけを知り

たいなら、運動量表示に直して汎関数微分をすることでも出てきます (というより、このことをちゃんとやったのが上

で見てきたものです)。第一項の運動量表示は

−1

2
gfabc

∫
d4p1d

4p2d
4p3(ip

µ
1A

νa(p1)− ipν1A
µa(p1))A

b
µ(p2)A

c
ν(p3)(2π)

4δ4(p1 + p2 + p3)

これを汎関数微分します

δ3

δAρi(k1)δAλj(k2)δAτk(k3)

{
− 1

2
gfabc

∫
d4p1d

4p2d
4p3

(
ipµ1A

νa(p1)− ipν1A
µa(p1)

)
Ab

µ(p2)A
c
ν(p3)(2π)

4δ4(p1 + p2 + p3)
}

=
δ2

δAρi(k1)δAλj(k2)

[
− 1

2
gfabc

∫
d4p1d

4p2d
4p3

{(
ipµ1 δ

ντδakδ4(k3 − p1)
)
Ab

µ(p2)A
c
ν(p3)(2π)

4δ4(p1 + p2 + p3)

+
(
− ipν1δ

µτδakδ4(k3 − p1)
)
Ab

µ(p2)A
c
ν(p3)(2π)

4δ4(p1 + p2 + p3)

+
(
ipµ1A

νa(p1)− ipν1A
µa(p1)

)
gτµδkbδ4(k3 − p2)A

c
ν(p3)(2π)

4δ4(p1 + p2 + p3)

+
(
ipµ1A

νa(p1)− ipν1Aµa(p1)
)
Ab

µ(p2)g
τνδkcδ4(k3−p3)(2π)4δ4(p1+p2+p3)

}]
(
δAµ

δAν
=

gµα
δAα

δAν
= gµαδ

αν = gµν)

=
δ2

δAρi(k1)δAλj(k2){
− 1

2
gfabc

∫
d4p2d

4p3(ik
µ
3 δ

ντδak)Ab
µ(p2)A

c
ν(p3)(2π)

4δ4(k3 + p2 + p3)

−1

2
gfabc

∫
d4p2d

4p3(−ikν3δµτδak)Ab
µ(p2)A

c
ν(p3)(2π)

4δ4(k3 + p2 + p3)

−1

2
gfabc

∫
d4p1d

4p3(ip
µ
1A

νa(p1)− ipν1A
µa(p1))g

τµδkbAc
ν(p3)(2π)

4δ4(p1 + k3 + p3)

−1

2
gfabc

∫
d4p1d

4p2(ip
µ
1A

νa(p1)− ipν1A
µa(p1))A

b
µ(p2)g

τνδkc(2π)4δ4(p1 + p2 + k3)
}

=
δ2

δAρi(k1)δAλj(k2){
− 1

2
gfkbc

∫
d4p2d

4p3(ik
µ
3A

b
µ(p2)A

c
τ (p3)(2π)

4δ4(k3 + p2 + p3))

+
1

2
gfkbc

∫
d4p2d

4p3(ik
ν
3A

b
τ (p2)A

c
ν(p3)(2π)

4δ4(k3 + p2 + p3))

−1

2
gfakc

∫
d4p1d

4p3(ip1τA
νa(p1)− ipν1A

a
τ (p1))A

c
ν(p3)(2π)

4δ4(p1 + k3 + p3)
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−1

2
gfabk

∫
d4p1d

4p2(ip
µ
1A

a
τ (p1)− ip1τA

µa(p1))A
b
µ(p2)(2π)

4δ4(p1 + p2 + k3)
}

=
δ2

δAρi(k1)δAλj(k2){
− 1

2
gfkbc

∫
d4p2d

4p3(ik
µ
3A

b
µ(p2)A

c
τ (p3)(2π)

4δ4(k3 + p2 + p3))

+
1

2
gfkbc

∫
d4p2d

4p3(ik
ν
3A

b
τ (p2)A

c
ν(p3)(2π)

4δ4(k3 + p2 + p3))

−1

2
gfakc

∫
d4p1d

4p3(ip1τA
νa(p1)− ipν1A

a
τ (p1))A

c
ν(p3)(2π)

4δ4(p1 + k3 + p3)

−1

2
gfakb

∫
d4p1d

4p2(ip1τA
µa(p1)− ipµ1A

a
τ (p1))A

b
µ(p2)(2π)

4δ4(p1 + p2 + k3)
}

=
δ2

δAρi(k1)δAλj(k2){
− 1

2
gfkbc

∫
d4p2d

4p3(ik
µ
3A

b
µ(p2)A

c
τ (p3)(2π)

4δ4(k3 + p2 + p3))

+
1

2
gfkbc

∫
d4p2d

4p3(ik
ν
3A

b
τ (p2)A

c
ν(p3)(2π)

4δ4(k3 + p2 + p3))

−gfakc
∫
d4p1d

4p3(ip1τA
νa(p1)− ipν1A

a
τ (p1))A

c
ν(p3)(2π)

4δ4(p1 + k3 + p3)
}

=
δ

δAρi(k1){
− 1

2
gfkbc

∫
d4p2d

4p3ik
µ
3 δ

bjgλµδ4(k2 − p2)A
c
τ (p3)(2π)

4δ4(k3 + p2 + p3)

−1

2
gfkbc

∫
d4p2d

4p3ik
µ
3A

b
µ(p2)δ

cjgλτδ4(k2 − p3)(2π)
4δ4(k3 + p2 + p3)

+
1

2
gfkbc

∫
d4p2d

4p3ik
ν
3δ

bjgλτδ4(k2 − p2)A
c
ν(p3)(2π)

4δ4(k3 + p2 + p3)

+
1

2
gfkbc

∫
d4p2d

4p3ik
ν
3A

b
τ (p2)δ

cjgλνδ4(k2 − p3)(2π)
4δ4(k3 + p2 + p3)

−gfakc
∫
d4p1d

4p3
(
ip1τδ

λνδajδ4(k2 − p1)− ipν1g
λτδajδ4(k2 − p1)

)
Ac

ν(p3)(2π)
4δ4(p1 + k3 + p3)

−gfakc
∫
d4p1d

4p3
(
ip1τA

νa(p1)− ipν1A
a
τ (p1)

)
gλνδcjδ4(k2 − p3)(2π)

4δ4(p1 + k3 + p3)
}

=
δ

δAρi(k1){
− 1

2
gfkjc

∫
d4p3ik3λA

c
τ (p3)(2π)

4δ4(k3 + k2 + p3)

−1

2
gfkbj

∫
d4p2ik

µ
3A

b
µ(p2)g

λτ (2π)4δ4(k3 + p2 + k2)

+
1

2
gfkjc

∫
d4p3ik

ν
3g

λτAc
ν(p3)(2π)

4δ4(k3 + k2 + p3)
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+
1

2
gfkbj

∫
d4p2ik3λA

b
τ (p2)(2π)

4δ4(k3 + p2 + k2)

−gf jkc
∫
d4p3(ik2τA

c
λ(p3)(2π)

4δ4(k2 + k3 + p3)

+gf jkc
∫
d4p3ik

ν
2g

λτAc
ν(p3)(2π)

4δ4(k2 + k3 + p3)

−gfakj
∫
d4p1(ip1τA

a
λ(p1)− ip1λA

a
τ (p1))(2π)

4δ4(p1 + k3 + k2)
}

= −1

2
gfkjc

∫
d4p3ik3λδ

icgρτδ4(k1 − p3)(2π)
4δ4(k3 + k2 + p3)

−1

2
gfkbj

∫
d4p2ik

µ
3 δ

ibgρµδ4(k1 − p2)g
λτ (2π)4δ4(k3 + p2 + k2)

+
1

2
gfkjc

∫
d4p3ik

ν
3g

λτδicgρνδ4(k1 − p3)(2π)
4δ4(k3 + k2 + p3)

+
1

2
gfkbj

∫
d4p2ik3λδ

ibgρτδ4(k1 − p2)(2π)
4δ4(k3 + p2 + k2)

−gf jkc
∫
d4p3(ik2τδ

icgρλδ4(k1 − p3)(2π)
4δ4(k2 + k3 + p3)

+gf jkc
∫
d4p3ik

ν
2g

λτδicgρνδ4(k1 − p3)(2π)
4δ4(k2 + k3 + p3)

−gfakj
∫
d4p1(ip1τδ

iagρλδ4(k1 − p1)(2π)
4δ4(p1 + k3 + k2)

+gfakj
∫
d4p1ip1λδ

iagρτδ4(k1 − p1)(2π)
4δ4(p1 + k3 + k2)

= −1

2
gfkjiik3λg

ρτ (2π)4δ4(k3 + k2 + k1)−
1

2
gfkijik3ρg

λτ (2π)4δ4(k3 + k1 + k2)

+
1

2
gfkjiik3ρg

λτδ4(k1 − p3)(2π)
4δ4(k3 + k2 + k1) +

1

2
gfkijik3λg

ρτ (2π)4δ4(k3 + k1 + k2)

−gf jki(ik2τgρλ(2π)4δ4(k2 + k3 + k1) + gf jkiik2ρg
λτ (2π)4δ4(k2 + k3 + k1)

−gf ikjik1τgρλ(2π)4δ4(k1 + k3 + k2) + gf ikjik1λg
ρτ (2π)4δ4(k1 + k3 + k2)

= −gfkjiik3λgρτ (2π)4δ4(k3 + k2 + k1)− gfkijik3ρg
λτ (2π)4δ4(k3 + k1 + k2)

−gf jki(ik2τgρλ(2π)4δ4(k2 + k3 + k1) + gf jkiik2ρg
λτ (2π)4δ4(k2 + k3 + k1)

−gf ikjik1τgρλ(2π)4δ4(k1 + k3 + k2) + gf ikjik1λg
ρτ (2π)4δ4(k1 + k3 + k2)

= −gfkjii(k3λ − k1λ)g
ρτ (2π)4δ4(k3 + k2 + k1)− gfkiji(k3ρ − k2ρ)g

λτ (2π)4δ4(k3 + k1 + k2)

−gf jkii(k2τ − k1τ )g
ρλ(2π)4δ4(k2 + k3 + k1)

= igkijk[(k3λ − k1λ)g
ρτ + (k2ρ − k3ρ)g

λτ + (k1τ − k2τ )g
ρλ](2π)4δ4(k2 + k3 + k1)

この手順だと今の伝播関数の定義に合わせる為に、最後に iをかける必要があります。それによってゲージ場が３つ結
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合しているときのファインマン則は (デルタ関数の部分は除いて)

−gf ijk[(k3λ − k1λ)g
ρτ + (k2ρ − k3ρ)g

λτ + (k1τ − k2τ )g
ρλ]

残りの４つ結合している場合は汎関数微分を 4回行うんですが、これは 24個添え字を変えただけの項が出現し、それ

の添え字をいじっていくことで求められます。面倒なので結果だけ示せば

−ig2[fabefcde(gµρgνλ − gµλgνρ) + facefedb(g
µλgνρ − gµνgρλ) + fadefebc(g

µνgρλ − gµρgνλ)]

このようになっています。ちなみに生成汎関数の方法でやっていくなら

−i
∫
d4x

g2

4
fabef cde

δ4

δJµaδJνbδJc
µδJ

d
ν

ZG
0

= −ig
2

4
fabef cde

∫
d4xd4y1d

4y2d
4y3d

4y4

×Daa1
µµ1

(x− y1)D
ba2
νµ2

(x− y2)D
µca3
µ3

(x− y3)D
νda4
µ4

(x− y4)J
µ1a1(y1)J

µ2a2(y2)J
µ3a3(y3)J

µ4a4(y4)

これを 4回 J で汎関数微分すればいいです。

後はフェルミオンと結合している場合を考えます。相互作用ラグランジアンは

Lf
int = ψ

i
(gγµAa

µt
a))ψj

この部分からの頂点は、上の方法を使うなら運動量表示

∫
d4p1d

4p2d
4p3ψ

i
(p1)(gγ

µAa
µ(p2)t

a))ψj(p3)(2π)
4δ4(p1 + p2 − p3)

に直して、ψ,ψ,Aµ で汎関数微分すればすぐに出てきますし、電磁場の相互作用と同じ形で余計なものとして ta がい

るだけだと考えてしまい、igγµta だとすぐに分かります。

というわけで、QEDではゲージ場 (電磁場)はゲージ場とは結合せずにフェルミオンとしか結合していませんでしたが、

非可換ゲージ場ではゲージ場自体が結合したものが出てき、さらにゴースト場によるファインマン則が出てきます。こ

の非可換ゲージ場のファインマン則はそのまま QCD(量子色力学)に使われ、フェルミオンがクォーク、非可換ゲージ

場がグルーオンになり、ローマ字の添え字は SU(3)つまりカラー自由度に対応します。
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最後にファインマン則をまとめておきます

一番上の段がフェルミオン、ボソン、ゴースト伝播関数、二段目がボソン・フェルミオン・フェルミオン頂点、ボソン

による 3点頂点、ボソンによる 4点頂点、三段目がボソン・ゴースト・ゴースト頂点。p, q, kは運動量、ローマ字が内

部自由度、ギリシャ文字が 4次元の添え字です。ボソンによる 3点頂点、ボソンによる 4点頂点でのボソンの向きは真

ん中に向かっています。

• フェルミオン伝播関数 iδab
p/−m

• ボソン伝播関数 −iδab(
gµν
p2

− (1− α)
pµpν
p2

)

• ゴースト伝播関数 iδab
p2

• ボソン・フェルミオン・フェルミオン頂点 igγµta

• ボソンによる 3点頂点

gfabc[g
µν(p− q)ρ + gνρ(q − k)µ + gρµ(k − p)ν ]

• ボソンによる 4点頂点

−ig2[fabefcdr(gµσgνρ − gµρgνσ) + facefbde(g
µνgσρ − gµρgνσ) + fadefbce(g

µνgσρ − gµσgνρ)]

• ボソン・ゴースト・ゴースト頂点 gfabcpµ

フェルミオンのループがあれば-trをつけ、そしてゴーストのループに対しては-をつけます。ゴーストでマイナスが付

くのは反交換するせいで、trがつかないのは γ 行列に対応する行列ではないからです。
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