
表記と定義

表記と基本的な記号の定義をまとめています。よく使う関係もいくつか載せています。

余計な混乱を招かないように、添え字は全て 4次元 (0 ∼ 3)だとしてしまいます。

• 計量の符号は (+,−,−,−, )

• 4次元時空とせずに 4次元空間と言っていきます

• 変換則 (「テンソル解析」)

• 反変ベクトルの変換則

V
i
=

∂xi

∂xj
V j

• 共変ベクトルの変換測

V i =
∂xj

∂xi
Vj

• テンソルの変換測

T
k1···ka

l1···lb =
( ∂xk1

∂xm1
· · · ∂x

ka

∂xma

)(∂xn1

∂xl1
· · · ∂x

nb

∂xlb

)
Tm1···ma
n1···nb

• テンソル密度 (「テンソル解析」)

テンソル密度はテンソル T ab···
cd··· によって

tab···cd··· =
√
−gT ab···

cd···

テンソル密度の変換則

t
ij
mn =

√
−g

∂xi

∂xa

xj

∂xb
· · · ∂x

c

∂xm

∂xd

∂xn · · · tab···cd···

• 計量テンソル (「テンソル解析」)

計量は gik とし、線素 dsは

ds2 = gikdx
idxk

行列式と計量の微分
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g = det gik

∂gij
∂xa

gjk = −gij
∂gjk

∂xa

1

g

∂g

∂gik
= gik ,

1

g

∂g

∂gik
= −gik

1

g

∂g

∂gij

∂gij
∂xk

=
1

g

∂g

∂xk

1

g

∂g

∂gij

∂gij
∂xk

= gij
∂gij
∂xk

= −gij
∂gij

∂xk

最後の二つは「共変微分」参照

• クリストッフェル記号 (「アフィン接続と平行移動」)

• 第一種

[ik, l] =
1

2

(∂gkl
∂xi

+
∂gli
∂xk

− ∂gik
∂xl

)
• 第二種

{
j

i k

}
= Γj

ik = gjl[ik, l] =
1

2
gjl

(∂gkl
∂xi

+
∂gli
∂xk

− ∂gik
∂xl

)

下２つの文字に関して対称

{
j

i k

}
=

{
j

k i

}
, Γj

ik = Γj
ki

• 変換則

Γ
c

ab =
∂xc

∂xi

∂xk

∂xa

∂xj

∂xb
Γi
kj −

∂2xc

∂xk∂xj

∂xk

∂xa

∂xj

∂xb
=

∂xc

∂xi

∂xk

∂xa

∂xj

∂xb
Γi
kj +

∂xc

∂xj

∂2xj

∂xa∂xb

• 関係

∂gij
∂xk

= gilΓ
l
jk + gjlΓ

l
ik

Γk
jk =

1

2
gik

∂gik
∂xj

=
∂

∂xl
log

√
−g

2番目の式の最右辺は「共変微分」。
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• 平行移動

dξi = −Γj
ikdx

αξβ

• 共変微分 (リーマン空間)(「共変微分」)

• スカラー

ϕ||i =
∂ϕ

∂xi
= ϕ|i ((AiB

i)||k = (AiB
i)|k)

• 反変ベクトル

Ai
||k =

∂Ai

∂xk
+ Γi

klA
l = Ai

|k + Γi
klA

l

• 共変ベクトル

Ai||k = Ai|k − Γl
ikAl

• テンソル

T ij
k||l = T ij

k|l + Γi
lmTmj

k + Γj
lmTmi

k − Γm
lkT

ij
m

T i1i2···im
a1a2···an||k = T i1i2···im

a1a2···an|k +

m∑
s=1

Γis
klT

i1···is−1lis+1···im
a1a2···an −

n∑
s=1

Γl
kas

T i1i2···im
a1···as−1las+1···an

• テンソル密度

Vi
||a == Vi

|a + Γi
ajVj −WΓj

jaV
i

T ij
||a == T ij

|a + Γi
akT kj + Γj

akT
ik −WΓj

jaT
ij

• 計量テンソル、クロネッカーデルタ、レヴィ・チビタテンソル密度

gab||i = 0

δab||i = 0

ϵabcd||i = 0
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• 発散

ξi||i = divξ = ξi|i +

{
i

i k

}
ξk =

1√
−g

[ξi
√
−g]|i

{
k

k l

}
=

∂

∂xl
log

√
−g

• ラプラシアン

∇2f = div(gikf|k) =
1√
−g

[gikf|k
√
−g]|i

• 回転

Ai||k −Ak||i = Ai|k −Ak|i

• 不変体積要素 (「共変微分」)

√
−gd4x =

√
−gdx0dx1dx2dx3

• リー微分 (「共変微分」)

ti 方向のリー微分 Lt

　・スカラー

Ltϕ = ϕ|it
i = ϕ||it

i

　・反変ベクトル

LtA
i = Ai

||jt
j − ti||jA

j

　・共変ベクトル

LtAi = Ai||jt
j + tj||iAj

　・テンソル

4



LtT
ij = T ij

||kt
k − T kjti||k − T iktj||k

LtTij = Tij||kt
k + Tkjt

k
||i + Tikt

k
||j

LtT
i
j = T i

j||kt
k − T k

jt
i
||k + T i

kt
k
||j

　・計量

Ltgij = ti||j + tj||i

　・スカラー密度 s =
√
−gS

Lts = tis:i + sti:i

• テンソルの対称

Tikl = Tkil = Tlik

• テンソルの反対称

Tikl = −Tkil = Tlik

• 対称化・反対称化

・対称化

(Tikl) = T(ikl) =
1

3!
(Tikl + Tkil + Tkli + Tilk + Tlik + Tlki)

・反対称化

{Tikl} = T{ikl} =
1

3!
(Tikl − Tkil + Tkli − Tilk + Tlik − Tlki)

• リーマン曲率テンソル

Rα
ηβγ =

{
α

η γ

}
|β

−

{
α

η β

}
|γ

−

{
α

γ µ

}{
µ

η β

}
+

{
α

β µ

}{
µ

η γ

}

独立成分は 20個
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・対称性

Rαηβγ = −Rηαβγ

Rαηβγ = −Rαηγβ

Rαηβγ = Rβγαη

{Rαηβγ}(α,β,γ) = 0

• ビアンキの恒等式

Rαηβγ||δ +Rαηδβ||γ +Rαηγδ||β = 0

• キリング方程式

Ltgµν = 0

tσ||ρ + tρ||σ = 0

tσ はキリングベクトル

• 測地線方程式

d2xi

ds2
+

{
i

j k

}
dxj

ds

dxk

ds
= 0
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