
対角化

実対称行列、エルミート行列、正規行列の対角化と正方行列での特異値分解に触れています。

行列は大文字のローマ文字、スカラーは小文字のローマ文字かギリシャ文字、ベクトル (n × 1行列)は太字にし

ています。

　正方行列を相似変換によって対角行列にすることを対角化 (diagonalization)と言います。ここでは、実対称行

列、エルミート行列、正規行列の対角化を扱います。

　相似変換で対角行列にできるための条件を先に求めておきます。n× n行列 Aが対角行列Dと相似なら n個の

線形独立な固有ベクトルを持つことを示します。P を正則行列として、AとDは相似変換によって

D = P−1AP

となっているとします。Dは対角行列なので

e1 =


1

0

0
...

 , e2 =


0

1

0
...

 , . . .

としたベクトル（n× 1行列）は固有ベクトルで、明らかに線形独立です。Aの固有ベクトルは gi = Pei で与え

られ、

α1g1 + α2g2 + · · ·+ αngn = 0

としたとき

0 = P−1(α1g1 + α2g2 + · · ·αngn) = α1P
−1g1 + · · ·+ αnP

−1gn = α1e1 + · · ·+ αnen

eiは線形独立なので αi = 0となり、giは線形独立と分かります。というわけで、Aを対角行列に相似変換できる

なら、Aは線形独立な n個の固有ベクトルを持ちます。

　これを逆から言うと、Aが n個の線形独立な固有ベクトルを持つなら、Aは対角行列と相似となります。これ

も成立します。n個の線形独立な固有ベクトルを xi とします。xi から

X = (x1 x2 · · · xn) =


x11 x12 · · · x1n

x21 x22 · · · x2n

...
...

...
...

xn1 xn2 · · · xnn



として、n× n行列を作ります。xi の成分は (x1i, x2i, . . . , xni)としています。AX は積の規則から

AX = A(x1 x2 · · · xn) = (Ax1 Ax2 · · · Axn)
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xi は固有ベクトルなので固有値を λi として

AX = (λ1x1 λ2 x2 · · · λnxn)

これは

AX = (λ1x1 λ2x2 · · · λnxn) = (x1 x2 · · · xn)


λ1 0 · · · 0

0 λ2 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · λn

 = XD

Dは λi を対角成分とする対角行列です。よって、X−1AX = Dとなり、Aが n個の線形独立な固有ベクトルを

持つとき、相似変換で対角行列にきます。そして、その対角行列は Aの固有値を対角成分に持ちます。

　行列が n個の異なる固有値を持つなら、対応する n個の固有ベクトルは線形独立です。このため、n × n行列

が相似変換で対角化できるかは、n個の固有値が全て異なっているかどうかで判断できます。入門的な物理で対角

化がどうこう言っている話はこれさえ覚えておけば大体どうにかなります。

　このことを使うと、対角化できる行列と交換する行列は対角化できることが分かります。対角化できる n×n行

列を Aとし、その n個の異なる固有値を λi (i = 1, 2, . . . , n)、対応する n個の線形独立な固有ベクトルを xiとし

ます。Aと交換できる n× n行列を B とします。

　まず、xi は B の固有ベクトルにもなっていることを示します。A,B は交換するので

Axi = λixi

BAxi = λiBxi

A(Bxi) = λi(Bxi)

これから、Bxi ̸= 0は Aの固有値 λi に対応する固有ベクトルです。しかし、λi は全て異なるとしているので、

Axi = λixiとなる xiは 1個です (λ1となる固有ベクトルは x1だけ)。このため、xiと Bxiは同じ、もしくは定

数倍です。よって、αi をスカラーとして Bxi = αixi となり、xi は B の固有ベクトルとなります。

このように、B は Aと同じ線形独立な固有ベクトルを持ちます。よって、B は対角化できます。

　実対称行列、エルミート行列、正規行列での対角化を求めます。

　実対称行列（実数による対称行列）から見ていきます。実数なので複素共役「∗」では S∗ = S、対称なので転

置「t」では St = Sです。対角化すると固有値が成分になるので、固有値の性質から求めます。Sを n× n実対称

行列、zを S の複素数の固有値として

B = (zI − S)(z∗I − S) = |z|2I + S2 − zIS − z∗SI = |z|2I + S2 − (z + z∗)SI

となる実数の行列 B を作ります。I は単位行列です。α, β を実数として z = α+ iβ とすれば

(α2 + β2)I + S2 − 2αSI = (αI − S)2 + β2I

zは S の固有値なので (S − zI)x = 0 (x ̸= 0)から det[S − zI] = 0となり、B は正則行列ではない実数の行列で

す。正則では逆行列がいるのでMy = 0となるのは y = 0ですが、正則行列でないならMy = 0となる y ̸= 0が

存在します。そうすると、B は実数の行列なので、By = 0となる実数のベクトル y ̸= 0があり
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0 = ytBy = yt(αI − S)2y + β2Iyty = yt(αI − S)(αI − S)y + β2yty = yt(αI − S)t(αI − S)y + β2yty

S は対称行列で、αI − S は対称行列の対角成分しか変更しないことから (αI − S)t = (αI − S)です。最右辺の

ytyは yの大きさなので、β2yty ≥ 0です。y′ = (αI − S)yとすれば

yt(αI − S)t(αI − S)y = y′ty′

y′ty′は y′の大きさなので y′ty′ > 0です。よって、y ̸= 0から β = 0が要求され、S の固有値は実数 αとなりま

す。また、S の固有ベクトルを複素ベクトル v + iw (v,wは実ベクトル)としたとき

S(v + iw) = α(v + iw)

となるので

Sv = αv , Sw = αw

よって、S の固有ベクトルは実ベクトルです。

　エルミート共役を使えばもっと簡単に示せます。x,yを複素ベクトルとし、複素数なので内積はエルミート共役

「†」によって x†y = (xt)∗yとします。実対称行列のエルミート共役は S† = (St)∗ = S∗ = S です。そうすると

x†Sx = x†S†x = (Sx)†x

となっているので複素数 zによって Sx = zxとすれば、

x†Sx = zx†x , (Sx)†x = z∗x†x

よって、z = z∗ から固有値は実数です。

　固有ベクトルを見ます。x1,x2 を固有値 α1, α2 の固有ベクトルとします。これらは

xt
2Sx1 = α1x

t
2x1

左辺の転置は

(xt
2Sx1)

t = xt
1S

tx2 = xt
1Sx2 = α2x

t
1x2

右辺の転置は

(α1x
t
2x1)

t = α1x
t
1x2

となって、α2x
t
1x2 = α1x

t
1x2 です。同様に
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xt
1Sx2 = α2x

t
1x2 , (xt

1Sx2)
t = xt

2Sx1 = α1x
t
2x1 , (α2x

t
1x2)

t = α2x
t
2x1

から、α1x
t
2x1 = α2x

t
2x1 です。しかし、α1 ̸= α2 から xt

2x1 = 0, xt
1x2 = 0となります。これは x1,x2 が直交す

ることを表します。よって、実対称行列の異なる固有値の固有ベクトルはお互いに直交します。

　実対称行列は対角化できることは Schur分解からすぐ分かります。Schur分解は、ユニタリー行列 U と上三角

行列 T によって行列M はM = UTU†と書けることです。今は実数に制限されているので、Schur分解のユニタ

リー行列 U は直交行列 Rになり、S = RTRt です。これの転置は

S = RTRt

St = (RTRt)t

S = RT tRt

上三角行列の転置は上三角行列にならないので、非対角成分は 0の必要があります。よって、T は対角行列Dに

なります。対角化できるので n× n実対称行列は n個の線形独立な固有ベクトルを持ち、それらは直交している

ので直交基底を作れます。

　最初に示したように、Dの対角成分は Sの固有値、Rの列は Sの固有ベクトルで構成されます。実際にそうなっ

ていることを確かめます。xi (i = 1, 2, . . . , n)を S の固有値 αi に対応する固有ベクトルとして

D = diag(α1, α2, . . . , αn)

R = (x1 x2 · · · xn) , (RtR)ij = xt
ixj = δij

diagは対角成分が α1, α2, . . . , αn であることを表しています。δij はクロネッカーデルタです。これらから

RtSR = RtS(x1 x2 · · · xn) = Rt(Sx1 Sx2 · · · Sxn)

= Rt(α1x1 α2x2 · · · αnxn)

= (α1R
tx1 α2R

tx2 · · · αnR
txn)

xi は実対称行列の固有ベクトルなので直交し

Rtx1 =


xt
1

xt
2

...

xt
n

x1 =


1

0
...

 e1 , Rtx2 = e2 , . . . , Rtxn = en

よって
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RtSR = (α1e1 α2e2 · · · αnen) =


α1 0 · · · 0

0 α2 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · αn



となり、対角成分が固有値の対角行列となります。

　今度は n× nエルミート行列を見ます (量子力学の「エルミート演算子」の捕捉で 3× 3行列の場合を具体的に

示している)。エルミート行列H の固有値は実数になることから示します。固有値を λ、固有ベクトルを xとして

Hx = λx

x†Hx = λx†x

一方で、エルミート共役を取った場合は

(Hx)† = (λx)†

x†H = λ∗x† (H† = H)

x†Hx = λ∗x†x

これらから λ = λ∗ となり、固有値は実数です。

　H の異なる固有値を λ1, λ2 とし、それぞれの固有ベクトルを x1,x2 とすれば

x†
2(Hx1) = λ1x

†
2x1 , (x†

2H)x1 = λ2x
†
2x1

これらは等しいので、x†
2x1 = 0として異なる固有値の固有ベクトルは直交します。このように実対称行列と同じ

性質になるのは、実対称行列はエルミート行列だからです。

　 Schur分解からエルミート行列は対角化できるのが分かります。H の Schur分解は

T = U−1HU = U†HU

これのエルミート共役は

T † = (U†HU)† = U†H†U = U†HU = T

上三角行列の転置は上三角行列ではないので、対角行列となります。よって、エルミート行列はユニタリー行列に

よる相似変換で対角化され、その対角成分は固有値です。対角化されるので、n× nエルミート行列は n個の線形

独立な固有ベクトルを持てて、それらから直交基底を作れます。

　最後に正規行列 (normal matrix)を見ます。正規行列N はエルミート共役「†」に対してNN† = N†N となる

行列です。エルミート行列はHH† = H†H、ユニタリー行列は UU† = UU−1 = U−1U = U†U となるので、正規

行列です。
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　正規行列の固有値の性質と固有ベクトルが直交することを求めます。正規行列 N の固有値を λ1, λ2、固有ベク

トルを x1,x2 とします。B を正規行列とすれば

(Bx1)
†(Bx1) = x†

1B
†Bx1 = x†

1BB†x1 = (B†x1)
†B†x1

Nx1 = λ1x1 から (λ1I −N)x1 としたとき

(λ1I −N)(λ1I −N)† = (λ1I −N)(λ∗
1I −N†) = λ1λ

∗
1I +NN† − λ∗

1N − λ1N
†

= λ∗
1λ1I +N†N − λ∗

1N − λ1N
†

= (λ∗
1I −N†)(λ1I −N)

となるので、λ1I −N は正規行列です。λ1I −N を B とすると Bx1 = 0から

0 = (Bx1)
†(Bx1) = (B†x1)

†B†x1

よって、

B†x1 = (λ1I −N)†x1 = 0

となるので

N†x1 = λ∗
1x1

このように、正規行列のエルミート共役は同じ固有ベクトルを持ち、固有値は複素共役です。

　エルミート行列と同じように、x†
2Nx1 = λ1x

†
2x1 のエルミート共役を取って

(x†
2Nx1)

† = x†
1N

†x2 = λ∗
2x

†
1x2 ⇔ (x†

2Nx1)
† = (λ1x

†
2x1)

† = λ∗
1x

†
1x2

λ∗
2x

†
1x2 = λ∗

1x
†
1x2 から x†

1x2 = 0となり、異なる固有値の固有ベクトルは直交します。

　正規行列の対角化も Schur分解から分かります。N の Schur分解は N = UTU† です。上三角行列 T の対角成

分はN の固有値 λi なので

T =



λ1 t12 t13 · · · t1n

0 λ2 t23 · · · t2n

0 0 λ3 · · · t3n
...

... · · ·
. . .

...

0 0 0 · · · λn


, T † =



λ∗
1 0 0 · · · 0

t∗12 λ∗
2 0 · · · 0

t∗13 t∗23
. . .

... 0
...

... · · ·
. . .

...

t∗1n t∗2n · · · · · · λ∗
n



T †T と TT † の (1, 1)成分を求めると
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(T †T )11 =

n∑
k=1

(T †)1k(T )k1 = λ∗
1λ1 = |λ1|2

(TT †)11 =

n∑
k=1

(T )1k(T
†)k1 = |λ1|2 + |t12|2 + · · ·+ |t1n|2

N は正規行列なので

T †T = (U†NU)†U†NU = U†N†UU†NU = U†N†NU = U†NN†U = U†NUU†N†U = TT †

よって、|t12|2 + · · ·+ |t1n|2 = 0で、|t1i|は正なので

t12 = t13 = · · · = t1n = 0

となります。(2, 2)成分でも

(T †T )22 =

n∑
k=1

(T †)2k(T )k2 = |t12|2 + |λ2|2 = |λ2|2

(TT †)22 =

n∑
k=1

(T )2k(T
†)k2 = |λ2|2 + |t23|2 + · · ·+ |t2n|2

となるので、t23 = t24 = · · · = t2n = 0です。これが (n− 1, n− 1)成分まで続くので、上三角行列の成分 tij は全

て 0になり、対角成分が固有値の対角行列になります。よって、正規行列はユニタリー行列で対角化されます。

　まとめると

• 実対称行列

固有値は実数。

固有ベクトルによる直交基底が存在する。

直交行列によって対角化される。

• エルミート行列

固有値は実数。

固有ベクトルによる直交基底が存在する。

ユニタリー行列によって対角化される。

• 正規行列

固有ベクトルによる直交基底が存在する。

ユニタリー行列によって対角化される。

このような対角化に関する性質はスペクトル定理 (spectral theorem)と呼ばれたりもします。

　ついでに、対角行列に変換する相似変換でない方法として、正方行列の特異値分解に触れておきます。簡単に

するために n× n正則行列M とします。M†M はエルミート行列なので、ユニタリー行列 U によって
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M†M = UDU†

と書けます。Dは対角行列です。エルミート行列からの対角行列なので成分は実数です。M†M の固有値を λ、固

有ベクトルを xとします。M†M は正則行列なので固有値は 0にならず（M が正則ならM†も正則で、正則行列

同士の積は正則）

λx†x = x†M†Mx = (Mx)†Mx ⇒ λ|x|2 = |Mx|2

右辺は正なので λも正と分かります。正とはっきりさせるためにM†M の固有値を σ2
i (i = 1, 2, . . . , n)とします。

対応する固有ベクトルを xi として

(Mxi)
†Mxj = x†

iM
†Mxj = σ2

jx
†
ixj = σ2

j δij

エルミート行列の固有ベクトルなので、正規直交基底になっているとします。yi = Mxi/σi (σi > 0)とすれば

y†
iyi = 1 , y†

iyj = 0 (i ̸= j)

となり、別の正規直交基底 yiが作れます (M が正則行列でないと σiは 0にもなれますが、λ ̸= 0での固有ベクト

ルの組を拡張して基底にすることで同じ手順ができる)。2個の正規直交基底によって、ユニタリー行列は 2個作

れて

V = (x1 x2 · · · xn) , U = (y1 y2 · · · yn)

MV は σi を対角成分に持つ対角行列 Σによって

MV = (Mx1 Mx2 · · · Mxn) = (y1 y2 · · · yn)


σ1 0 · · · 0

0 σ2 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · σn

 = UΣ

というわけで、n× n正則行列M は

M = UΣV †

となり、２個の別のユニタリー行列によって対角行列にできます (M をこれらの積に分解できる)。これが n× n

正則行列 (正則でなくても同じになる)での特異値分解 (singular value decomposition)です。M†M の固有値の平

方根 σi をM の特異値 (singular value)と呼んでいます。
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