
ルジャンドル多項式

直交多項式であるルジャンドル多項式をロドリゲスの公式から導出します。他の方法は「ルジャンドル方程式」と

「直交多項式」で行っています。

複素積分が出てきますが、知っているとして話を進めています。

　微分から多項式を作ることを考えます。エルミート多項式では e−x
2

の微分で常に −2xが出てくることから多

項式になっています。なので、同じように微分すると常に 2xが出てくる (x2 − 1)n (n = 0, 1, 2, . . .)を使うと、n

と微分の回数が等しければ

d

dx
(x2 − 1) = 2x

d2

dx2
(x2 − 1)2 = 2

d

dx
(2x(x2 − 1)) = 4x2 − 4 + 2(2x)2 = 12x2 − 4

d3

dx3
(x2 − 1)3 = 3

d

dx
(2(x2 − 1)2 + 2(2x)2(x2 − 1)) = 24x(x2 − 1) + 48x(x2 − 1) + 3× 2(2x)3 = 120x3 − 72x

として、多項式が出てきます。そして、(x2 − 1)n を n回微分したときに出てくる 2nn!で割って (xn の係数では

ない)

P(n)(x) =
1

2nn!

dn

dxn
(x2 − 1)n

としたものがルジャンドル多項式 (Legendre polynomials)です。これはルジャンドル多項式のロドリゲスの公式

です。

　和の形にします。二項定理から

(x2 − 1)n =

n∑
k=0

n!

k!(n− k)!
x2n−2k(−1)k

となるのを使えば

dm

dxm
(x2 − 1)n =

dm−1

dxm−1

n∑
k=0

(−1)kn!

k!(n− k)!
(2n− 2k)x2n−2k−1

=
dm−2

dxm−2

n∑
k=0

(−1)kn!

k!(n− k)!
(2n− 2k)(2n− 2k − 1)x2n−2k−2

=

n∑
k=0

(−1)kn!

k!(n− k)!
(2n− 2k)(2n− 2k − 1) · · · (2n− 2k −m+ 1)x2n−2k−m

m = nのとき

dn

dxn
(x2 − 1)n =

n∑
k=0

(−1)kn!

k!(n− k)!
(2n− 2k)(2n− 2k − 1) · · · (n− 2k + 1)xn−2k
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(x2 − 1)nを n回微分したとき、最低次は x0なので n− 2k ≥ 0です。このため、nが偶数なら kは n/2まで、奇

数なら (n− 1)/2までです。そして、階乗を使えば

(2n− 2k)(2n− 2k − 1) · · · (n− 2k + 1) =
(2n− 2k)!

(n− 2k)!

なので

P(n)(x) =
1

2nn!

dn

dxn
(x2 − 1)n =

[n/2]∑
k=0

1

2n
(−1)k(2n− 2k)!

k!(n− k)!(n− 2k)!
xn−2k (1)

[n/2]は nが偶数なら n/2、奇数なら (n− 1)/2の意味です。和の形としてルジャンドル多項式を定義するときに

はこれが使われます。いくつか求めると

P(0) = 1

P(1) = x

P(2) =
1

2
(
4!

2!2!
x2 − 1) =

1

2
(3x2 − 1)

P(3) =
1

8
(
6!

3!3!
x3 − 4!

2!
x) =

1

2
(5x3 − 3x)

P(4) =
1

16
(
8!

4!4!
x4 − 6!

3!2!
x2 +

4!

2!2!
) =

1

8
(35x4 − 30x2 + 3)

また、エルミート多項式と同じように偶数か奇数の多項式になっているので、xの符号に対して

P(n)(−x) = (−1)nP(n)(x)

となっています。ついでに、P(4) までから予想できるように、P(n)(1) = 1です。これは後で出てくる漸化式から

すぐに分かります。

　 P(n) の直交性を作ります。直交関係の積分を

∫ 1

−1

dxP(m)(x)P(n)(x)

と与えます。積分範囲を−1から 1にすることで、x2 − 1の項が 0になるため余計な項が消えます。片方をロドリ

ゲスの公式で書くと

∫ 1

−1

dxP(m)(x)P(n)(x) =
1

2mm!

∫ 1

−1

dx
dm(x2 − 1)m

dxm
P(n)(x) (2)

例えば、m = 2, n = 1としてみると
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∫ 1

−1

dx
d2(x2 − 1)2

dx2
P(1)(x) =

∫ 1

−1

dx
d

dx

d(x2 − 1)2

dx
P(1)(x)

=
[
4x(x2 − 1)P(1)

]1
−1

+ (−1)

∫ 1

−1

dx
d(x2 − 1)2

dx

dP(1)

dx

= −
[
(x2 − 1)2

dP(1)

dx

]1
−1

− (−1)

∫ 1

−1

dx (x2 − 1)2
d2P(1)

dx2

= (−1)2
∫ 1

−1

dx (x2 − 1)2
d2P(1)

dx2

= 0

として、部分積分による余計な項が消えてくれます。そして、P(1) は xの 1次までの多項式なので 2回微分すれ

ば 0になります。このように、n次多項式にm回微分が出てくるためにm > nで 0になり、(2)ではどちらがm

か nかは任意なのでm ̸= nで 0です。

　m = nでは、P(n) を n回微分したら定数になることから

∫ 1

−1

dx
dn(x2 − 1)n

dxn
P(n)(x) = (−1)n

∫ 1

−1

dx(x2 − 1)n
dnP(n)

dxn

= An

∫ 1

−1

dx(x2 − 1)n (An = (−1)n
dnP(n)

dxn
)

= −An

∫ 0

−π
dθ sin θ(cos2 θ − 1)n (x = cos θ , dx = − sin θdθ)

= − (−1)nAn

∫ 0

−π
dθ sin2n+1 θ

=
dnP(n)

dxn

∫ π

0

dθ sin2n+1 θ

この積分は (k!! = k(k − 2)(k − 4) · · · )

∫
dθ sin2n+1 θ = − (2n)!!

(2n+ 1)!!
cos θ(

(2n− 1)!!

(2n)!!
sin2n θ +

(2n− 3)!!

(2n− 2)!!
sin2n−2 θ + · · ·+ 1

2
sin2 θ + 1)

なので

∫ π

0

dθ sin2n+1 θ =
2(2n)!!

(2n+ 1)!!

p(n) の xn の項は (1)から

P(n) =
1

2n
(2n)!

(n!)2
xn + · · ·

となっているので
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dn

dxn
P(n)(x) =

1

2n
(2n)!

(n!)2
dn

dxn
xn =

1

2n
(2n)!

n!

よって

∫ 1

−1

dx
dn(x2 − 1)n

dxn
P(n)(x) =

2

2nn!

(2n)!

(2n+ 1)!!
(2n)!!

これは、二重階乗が

(2n)!! = 2n(2n− 2)(2n− 4) · · · = 2n× 2(n− 1)× 2(n− 2) · · · = 2nn!

(2n)!

(2n+ 1)!!
=

2n(2n− 1)(2n− 2) · · · 1
(2n+ 1)(2n− 1)(2n− 3) · · · 1

=
(2n)!!

2n+ 1
=

2nn!

2n+ 1

となるのを使えば

2

2nn!

(2n)!

(2n+ 1)!!
(2n)!! =

2

2nn!

22n(n!)2

2n+ 1
= 2

2nn!

2n+ 1

となり

∫ 1

−1

dx
dn(x2 − 1)n

dxn
P(n)(x) = 2

2nn!

2n+ 1

というわけで

∫ 1

−1

dxP(n)(x)P(n)(x) =
1

2nn!

∫ 1

−1

dx
d(x2 − 1)n

dxn
P(n)(x) =

2

2nn!

2nn!

2n+ 1
=

2

2n+ 1

まとめれば、クロネッカーデルタ δmn を使って

∫ 1

−1

dxP(m)(x)P(n)(x) =
2

2n+ 1
δmn

この内積によってルジャンドル多項式の直交性が与えられています。今の場合のウェイト関数は 1です。

　ルジャンドル多項式を積分の形で与えます。複素積分のグルサの定理は

dnf(x)

dxn
=

n!

2πi

∫
C

dz
f(z)

(z − x)n+1

C は複素平面での z = xを囲む閉曲線です。閉曲線と言ったときは反時計回りとします。これを使えば

dn

dxn
(x2 − 1)n =

n!

2πi

∫
C

dz
(z2 − 1)n

(z − x)n+1
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なので、ルジャンドル多項式の積分形として

P(n)(x) =
1

2nn!

dn

dxn
(x2 − 1)n =

1

2n
1

2πi

∫
C

dz
(z2 − 1)n

(z − x)n+1
(3)

これはシュレーフリ積分 (Schläfli integral)と呼ばれます。ルジャンドル多項式の積分形は他の形でも与えられて

いますが、それは最後に示します。

　ルジャンドル多項式の母関数を求めます。母関数 Gは

G(x, r) =

∞∑
n=0

gnr
nP(n)

と定義します。Gを (3)との対応から求めます。zの経路を xが中心の円として

z = x+ aeiθ (0 < a < |x| , 0 ≤ θ < 2π)

aの制限は原点を円の中に含めないためです。そうすると、この経路上で

|r(z
2 − 1)

z − x
| = |r (x+ aeiθ)2 − 1

aeiθ
|

これは rが十分小さければ 1より小さくなります。そうすると、収束する幾何級数として

∞∑
n=0

rn(z2 − 1)n

(z − x)n
= (1− r(z2 − 1)

z − x
)−1

これを今の経路で積分すると

∫
C

dz
∞∑
n=0

rn

2n
rn(z2 − 1)n

(z − x)n+1
=

∫
C

dz

∞∑
n=0

1

z − x

r′n(z2 − 1)n

(z − x)n
(r′ =

r

2
)

=

∫
C

dz
1

z − x

z − x

z − x− r′z2 + r′

= −
∫
C

dz
1

r′z2 − z + x− r′

分母は

r′z2 − z + x− r′ = r′(z −
1 +

√
1− 4r′(x− r′)

2r′
)(z −

1−
√
1− 4r′(x− r′)

2r′
) = r′(z − z1)(z − z2)

r′ が小さいとき

z1 =
1 +

√
1− 4r′(x− r′)

2r′
≃ 1 +

√
1− 4r′x

2r′
≃ 2− 2r′x

2r′

z2 =
1−

√
1− 4r′(x− r′)

2r′
≃ 1− 1 + 2r′x

2r′
= x
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今の経路内にいるのは z2 のほうなので、この極を拾うことで留数定理から

∫
C

dz

∞∑
n=0

r′n(z2 − 1)n

(z − x)n+1
= −

∫
C

dz
1

r′z2 − z + x− r′
= −

∫
C

dz
1

r′
1

(z − z1)(z − z2)

= − 2πi
1

r′
1

z2 − z1

= 2πi
1√

1− 4r′(x− r′)

= 2πi
1√

r2 − 2xr + 1

これを gn = 1として母関数の定義に入れると、|r| < 1で

G(x, r) =

∞∑
n=0

rnP(n) =

∞∑
n=0

1

2πi

∫
C

(
r

2
)n

(z2 − 1)n

(z − x)n+1
dz =

1

2πi

∫
C

∞∑
n=0

r′n(z2 − 1)n

(z − x)n+1
dz =

1√
r2 − 2xr + 1

母関数の定義から、r = 0でのべき級数に展開できないといけないので、|x| ≤ 1に対して |r| < 1の条件が付き

ます。

　 Gを展開するとルジャンドル多項式が出てくることを確かめます。∆ = 2xr − r2 が微小として

1√
1−∆

= 1 + (−1

2
)(−∆) +

1

2
(−1

2
)(−3

2
)(−∆)2 +

1

3!
(−1

2
)(−3

2
)(−5

2
)(−∆)3 + · · ·

= 1 +
1

2
∆ +

3× 1

4× 2
∆2 +

5× 3× 1

6× 4× 2
∆3 + · · ·+ (2n− 1)!!

2n!!
∆n + · · ·

∆n は

rn(2x− r)n = rn
n∑
k=0

n!

k!(n− k)!
(2x)n−k(−r)k

なので

1√
1−∆

=

∞∑
n=0

n∑
k=0

(2n− 1)!!

(2n)!!
(−1)k

n!

k!(n− k)!
(2x)n−krn+k

=

∞∑
l=0

l/2∑
k=0

(−1)k
(2(l − k)− 1)!!

(2l − 2k)!!

(l − k)!

k!(l − 2k)!
(2x)l−2krl (l = n+ k)

xl−2k において、lが偶数 2mなら x2m, x2m−2, . . . x2, x0、奇数 2m+ 1なら x2m+1, x2m−1, . . . , x3, x1 と続いてい

きます。このため、和の範囲は、lが偶数なら l/2、奇数なら (l − 1)/2です。これを [l/2]で表記して

∞∑
l=0

rl
[l/2]∑
k=0

2l−2k(−1)k
(2l − 2k − 1)!!

(2l − 2k)!!

(l − k)!

k!(l − 2k)!
xl−2k

二重階乗は
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(2l − 2k)!! = (2(l − k))!! = 2l−k(l − k)!

(2l − 2k − 1)!! = (2(l − k)− 1)!! =
(2(l − k))!

(2(l − k))!!
=

(2l − 2k)!

2l−k(l − k)!

なので

(2l − 2k − 1)!!

(2l − 2k)!!

(l − k)!

k!(l − 2k)!
=

(2l − 2k)!

2l−k(l − k)!

1

2l−k(l − k)!

(l − k)!

k!(l − 2k)!
=

1

22l−2k

1

k!

(2l − 2k)!

(l − k)!(l − 2k)!

よって、|r| < 1, |x| ≤ 1のとき

1√
r2 − 2xr + 1

=

∞∑
l=0

rl
[l/2]∑
k=0

(−1)k
2l−2k

22l−2k

1

k!

(2l − 2k)!

(l − k)!(l − 2k)!
xl−2k

=

∞∑
l=0

rl
1

2l

[l/2]∑
k=0

(−1)k
1

k!

(2l − 2k)!

(l − k)!(l − 2k)!
xl−2k

=

∞∑
l=0

rlP(l)(x)

となり、ルジャンドル多項式が出てきます。

　ルジャンドル多項式の漸化式と微分方程式を求めます。母関数を rで偏微分すると

∂G(x, r)

∂r
= − r − x

(r2 − 2xr + 1)3/2
=

∞∑
n=0

nP(n)r
n−1

これは

(r2 − 2xr + 1)

∞∑
n=0

nP(n)r
n−1 = − r − x

(r2 − 2xr + 1)1/2
= −(r − x)

∞∑
n=0

P(n)r
n

なので

(r2 − 2xr + 1)

∞∑
n=0

nP(n)r
n−1 + (r − x)

∞∑
n=0

P(n)r
n = 0

第 1項は

(r2 − 2xr + 1)

∞∑
n=0

nP(n)r
n−1 =

∞∑
n=0

nP(n)r
n+1 − 2x

∞∑
n=0

nP(n)r
n +

∞∑
n=0

nP(n)r
n−1

=

∞∑
n=1

(n− 1)P(n−1)r
n − 2x

∞∑
n=1

nP(n)r
n +

∞∑
n=−1

(n+ 1)P(n+1)r
n

=

∞∑
n=1

(n− 1)P(n−1)r
n − 2x

∞∑
n=1

nP(n)r
n + P(1) +

∞∑
n=1

(n+ 1)P(n+1)r
n

7



最後に r0 の項を分離しています。第 2項も r0 の項を分離して

(r − x)

∞∑
n=0

P(n)r
n =

∞∑
n=0

P(n)r
n+1 − x

∞∑
n=0

P(n)r
n =

∞∑
n=1

P(n−1)r
n − xP(0) − x

∞∑
n=1

P(n)r
n

そうすると

(r2 − 2xr + 1)

∞∑
n=0

nP(n)r
n−1 + (r − x)

∞∑
n=0

P(n)r
n

=

∞∑
n=1

(n− 1)P(n−1)r
n − 2x

∞∑
n=1

nP(n)r
n + P(1) +

∞∑
n=1

(n+ 1)P(n+1)r
n

+

∞∑
n=1

P(n−1)r
n − xP(0) − x

∞∑
n=1

P(n)r
n

= − xP(0) + P(1) +

∞∑
n=1

((n− 1)P(n−1) − 2xnP(n) + (n+ 1)P(n+1) + P(n−1) − xP(n))r
n

= (−xP(0) + P(1))r
0 +

∞∑
n=1

((n+ 1)P(n+1) − (2n+ 1)xP(n) + nP(n−1))r
n

これが 0になるので、第 1項からは P(1) = xP(0)、第 2項からは

(n+ 1)P(n+1) − (2n+ 1)xP(n) + nP(n−1) = 0 (4)

として、n = 1, 2, . . .の漸化式が求まります。

　今度は微分方程式を求めます。面倒なだけの式変形を行っていきます。xでの偏微分は

∂G(x, r)

∂x
=

r

(r2 − 2xr + 1)3/2
=

∞∑
n=0

dP(n)(x)

dx
rn

これから

(r2 − 2xr + 1)

∞∑
n=0

dP(n)

dx
rn − r

∞∑
n=0

P(n)r
n = 0

第 1項は

(r2 − 2xr + 1)

∞∑
n=0

dP(n)

dx
rn =

∞∑
n=0

dP(n)

dx
rn+2 − 2x

∞∑
n=0

dP(n)

dx
rn+1 +

∞∑
n=0

dP(n)

dx
rn

=

∞∑
n=1

dP(n)

dx
rn+2 − 2x

∞∑
n=1

dP(n)

dx
rn+1 +

∞∑
n=1

dP(n)

dx
rn

=

∞∑
n=2

dP(n−1)

dx
rn+1 − 2x

∞∑
n=1

dP(n)

dx
rn+1 +

∞∑
n=0

dP(n+1)

dx
rn+1

=

∞∑
n=1

dP(n−1)

dx
rn+1 − 2x

∞∑
n=1

dP(n)

dx
rn+1 +

dP(1)

dx
r +

∞∑
n=1

dP(n+1)

dx
rn+1
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なので

(r2−2xr + 1)

∞∑
n=0

dP(n)

dx
rn − r

∞∑
n=0

P(n)r
n

=

∞∑
n=1

dP(n−1)

dx
rn+1 − 2x

∞∑
n=1

dP(n)

dx
rn+1 +

dP(1)

dx
r +

∞∑
n=1

dP(n+1)

dx
rn+1 −

∞∑
n=0

P(n)r
n+1

=
dP(1)

dx
r − P(0)r +

∞∑
n=1

dP(n−1)

dx
rn+1 − 2x

∞∑
n=1

dP(n)

dx
rn+1 +

∞∑
n=1

dP(n+1)

dx
rn+1 −

∞∑
n=1

P(n)r
n+1

= (
dP(1)

dx
− P(0))r +

∞∑
n=1

(
dP(n+1)

dx
− 2x

dP(n)

dx
+
dP(n−1)

dx
− P(n))r

n+1 (5a)

これが 0になるので、第１項からは dP(1)/dx = P(0)、第 2項から n = 1, 2, . . .の微分を含む漸化式として

dP(n+1)

dx
− 2x

dP(n)

dx
+
dP(n−1)

dx
− P(n) = 0 (n = 1, 2, . . .) (5b)

dP(n)/dxの項を消すために、漸化式 (4)を xで微分して、2倍して

2(n+ 1)
dP(n+1)

dx
− 2(2n+ 1)x

dP(n)

dx
− 2(2n+ 1)P(n) + 2n

dP(n−1)

dx
= 0 (5c)

として、(5b)に 2n+ 1をかけたものから引けば

0 = (2n+ 1− 2n− 2)
dP(n+1)

dx
+ 2(2n+ 1)P(n) + (2n+ 1)

dP(n−1)

dx
− 2n

dP(n−1)

dx
− (2n+ 1)P(n)

= −
dP(n+1)

dx
+
dP(n−1)

dx
+ (2n+ 1)P(n) (5d)

さらに、P(n+1) と P(n−1) を消します。

　 dP(n−1)/dxのいない式を作るために (5b)から (5d)を引くと

0 = 2
dP(n+1)

dx
− 2x

dP(n)

dx
− P(n) − (2n+ 1)P(n)

=
dP(n+1)

dx
− x

dP(n)

dx
− (n+ 1)P(n) (5e)

これは n = 0のとき

dP(1)

dx
− P(0) = 0

として、(5a)での rの項の関係が出てきます。なので、(5e)は n = 0, 1, 2, . . .で成立しています。

　 dP(n+1)/dxのいない式は (5b)と (5d)を足すことで

0 = 2
dP(n−1)

dx
− 2x

dP(n)

dx
− P(n) + (2n+ 1)P(n)

=
dP(n−1)

dx
− x

dP(n)

dx
+ nP(n) (5f)
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そうすると、(5e)の nを 1減らして

0 =
dP(n)

dx
− x

dP(n−1)

dx
− nP(n−1)

とすれば、(5f)に xをかけたものを足せば dP(n−1)/dxの消えた式が作れて

0 =
dP(n)

dx
− x

dP(n−1)

dx
− nP(n−1) + x

dP(n−1)

dx
− x2

dP(n)

dx
+ nxP(n)

= (1− x2)
dP(n)

dx
− nP(n−1) + nxP(n)

P(n−1) の項を消すために、これを xで微分して、(5f)に nをかけたものを足すと

0 =
d

dx
((1− x2)

dP(n)

dx
)− n

dP(n−1)

dx
+ nx

dP(n)

dx
+ nP(n) + n

dP(n−1)

dx
− nx

dP(n)

dx
+ n2P(n)

=
d

dx
((1− x2)

dP(n)

dx
) + n(n+ 1)P(n)

となり、ルジャンドル方程式になります。

　まとめると

• ロドリゲスの公式

P(n)(x) =
1

2nn!

dn

dxn
(x2 − 1)n

• 積分形

シュレーフリ積分

P(n)(x) =
1

2n
1

2πi

∫
C

dz
(z2 − 1)n

(z − x)n+1

ラプラス積分

P(n)(x) =
1

π

∫ π

0

dθ(x+
√
x2 − 1 cos θ)n

Mehler-Dirichletの公式

P(n)(cosϕ) =
2

π

∫ θ

0

dψ
cos(n+ 1/2)ψ√
2 cosψ − 2 cos θ

(0 < ϕ < π)

• 和の形

[n/2]∑
k=0

1

2n
(−1)k(2n− 2k)!

k!(n− k)!(n− 2k)!
xn−2k
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• 直交関係

∫ 1

−1

dxP(m)(x)P(n)(x) =
2

2n+ 1
δmn

• P(n)(x) = (−1)nP(n)(−x)

• 母関数

G(x, r) =
1√

1− 2xr + r2

• 漸化式 (n = 1, 2, . . .)

(n+ 1)P(n+1) − (2n+ 1)xP(n) + nP(n−1) = 0

• 微分方程式 (ルジャンドル方程式)

d

dx
((1− x2)

dP(n)

dx
) + n(n+ 1)P(n) = 0

ラプラス積分とMehler-Dirichletの公式は最後に求めています。

　漸化式において x = 1にすると

(n+ 1)P(n+1)(1)− (2n+ 1)P(n)(1) + nP(n−1)(1) = 0

P(0)(1) = P(1)(1) = 1なので、P(n)(1) = P(n−1)(1) = · · · = 1と仮定すると

(n+ 1)P(n+1)(1)− (n+ 1) = 0

P(n+1)(1) = 1

として、n+ 1でも成立するので P(n)(1) = 1です。

　一般化したロドリゲスの公式を使った場合も見ておきます。一般化したロドリゲスの公式での n次多項式 C(n)

は

C(n)(x) =
1

Kn

1

w(x)

dn

dxn
(w(x)sn(x))

直交関係の積分範囲は s(a)w(a) = s(b)w(b) = 0となる a, bで与えられます。s(x)を

s(x) = γ(x− α)(β − x) (β > α)

とします。α, β, γ は定数です。C(1) は 1次多項式なので
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C(1) = − 1

K1
x

として

−x =
1

w

d

dx
(ws)

1

w

dw

dx
= − 1

s
(
ds

dx
+ x)

= − 1

γ(x− α)(β − x)
(γ(β − x)− γ(x− α) + x)

= − 1

x− α
+

1

β − x
− x

γ(x− α)(β − x)

= − 1

x− α
+

1

β − x
− x

γ

1

β − α
(

1

x− α
+

1

β − x
)

= − 1

x− α
− 1

γ(β − α)

x

x− α
− 1

x− β
+

1

γ(β − α)

x

x− β

log |w| = − log |x− α| − 1

γ(β − α)
(x+ α log |x− α|)− log |x− β|+ 1

γ(β − α)
(x+ β log |x− β|) + C

= − log |x− α| − α

γ(β − α)
log |x− α| − log |x− β|+ β

γ(β − α)
log |x− β|+ C

|w| = exp
[
(−1− α

γ(β − α)
) log |x− α|+ (−1 +

β

γ(β − α)
) log |x− β|+ C

]
w = C ′|x− α|µ|β − x|ν

C,C ′ は定数で、µ, ν は

µ = −1− α

γ(β − α)
, ν = −1 +

β

γ(β − α)

としています。これから

s(x)w(x) = C ′γ(x− α)(β − x)|x− α|µ|β − x|ν = C ′′|x− α|µ+1|β − x|ν+1

となるので、µ, ν > −1なら x = α, β で 0になることから、直交関係での積分範囲は αから β です。式を簡単に

するために、xを

(x− α)(β − x) = −x2 + (α+ β)x− αβ

(2x− (α+ β))2 − (α− β)2 = 4x2 − 2(α+ β)x+ (α+ β)2 − (α− β)2 = 4(x2 − (α+ β)x+ αβ)

から
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2x− α− β

β − α
= y

と置き換えれば

(x− α)(β − x) = −1

4
((2x− (α+ β))2 − (β − α)2) = −1

4
(β − α)2(y2 − 1)

規格化のKn で消せるので係数を省けば、s(y) = 1− y2 となります。この置き換えで、wは

1− 2x− α− β

β − α
= −2(x− β)

1 +
2x− α− β

β − α
= β − α+ 2x− α− β = 2(x− α)

から、w = |1 + y|µ|1 − y|ν となります。そして、直交関係の積分範囲は x = α, β で 0になるときなので、y で

は −1から 1となります。このようにして与えられられる多項式をヤコビ (Jacobi)多項式と言い、w = 1のとき

wsn = (1− y2)n からルジャンドル多項式になります。

　最後に、ルジャンドル多項式の別の積分形を求めます。(3)において、経路を z = xを中心にする半径 aの円と

します。このときは、実軸からの角度を θとして

z = x+ aeiθ , dz = iaeiθdθ

から

P(n)(x) =
1

2n
1

2π

∫ π

−π
dθaeiθ

(x2 + 2aeiθx+ a2e2iθ − 1)n

(aeiθ)n+1
=

1

2π

∫ π

−π
dθ

(x2 − 1 + 2axeiθ + a2e2iθ)n

(2aeiθ)n

aを
√
x2 − 1とします。x2 > 1なら

P(n) =
1

2π

∫ π

−π
dθ(

aeiθ(2x+ aeiθ + ae−iθ

2aeiθ
)n =

1

2π

∫ π

−π
dθ(x+ a cos θ)n =

1

π

∫ π

0

dθ(x+
√
x2 − 1 cos θ)n

x2 < 1では a =
√
1− x2 なので

P(n) =
1

2π

∫ π

−π
dθ

(−(1− x2) + 2axeiθ + a2e2iθ)n

(2aeiθ)n

=
1

2π

∫ π

−π
dθ

(−a2 + 2axeiθ + a2e2iθ)n

(2aeiθ)n

=
1

2π

∫ π

−π
dθ(

aeiθ(2x+ aeiθ − ae−iθ

2aeiθ
)n

=
1

2π

∫ π

−π
dθ(x− i

√
1− x2 sin θ)n
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三角関数の積分は

∫ π

−π
dθ sinm θ =

∫ π

−π
dθ cosm θ (m = 1, 2, . . .)

なので

∫ π

−π
(x− i

√
1− x2 sin θ)ndθ =

∫ π

−π
(x− i

√
1− x2 cos θ)ndθ = 2

∫ π

0

(x+
√
x2 − 1 cos θ)ndθ

ルート部分は iを取り出していますが、実際は

√
1− x2 =

√
−(x2 − 1) = ±i

√
x2 − 1

なので、符号を決めるには偏角を指定する必要があります。しかし、θ = π − θ′ とすれば

∫ π

0

(x− i
√
1− x2 cos θ)ndθ = −

∫ 0

π

dθ′(x− i
√
1− x2 cos(π − θ′))n =

∫ π

0

dθ′(x+ i
√
1− x2 cos θ′)n

として、式の形を変えずに符号を反転させられます。このため、符号は気にする必要がなく

P(n) =
1

2π

∫ π

−π
(x− i

√
1− x2 sin θ)ndθ =

1

π

∫ π

0

(x+
√
x2 − 1 cos θ)ndθ

とでき、x2 > 1と同じ結果になります。同じになる理由は、奇数 2m+ 1 (m = 0, 1, 2, . . .)では cosの性質から

∫ π

0

dθ cos2m+1 θ = 0

となるので、ルートの項が現れないからとも言えます。というわけで、ルジャンドル多項式は

P(n)(x) =
1

π

∫ π

0

(x+
√
x2 − 1 cos θ)ndθ

と書けて、これはラプラス積分 (Laplace integral)と呼ばれます。xが −1 ≤ x ≤ +1なら

|x+
√
x2 − 1 cos θ| = |x+ i

√
1− x2 cos θ| =

√
x2 + (1− x2) cos θ ≤ 1

から

∫ π

0

dθ|x+
√
x2 − 1 cos θ|n ≤

∫ π

0

dθ = π

なので
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|P(n)(x)| =
1

π
|
∫ π

0

dθ(x+
√
x2 − 1 cos θ)n| ≤ 1

π

∫ π

0

dθ|x+
√
x2 − 1 cos θ|n ≤ 1 (−1 ≤ x ≤ +1)

という制限があるのが分かります。

　ラプラス積分をさらに変形します。xを −1 < x < +1と設定して、x = cosϕ (0 < ϕ < π)とすれば

P(n)(cosϕ) =
1

π

∫ π

0

dθ(cosϕ+ i sinϕ cos θ)n

これを

t = cosϕ+ i sinϕ cos θ , dt = −i sinϕ sin θdθ

として

P(n)(cosϕ) =
1

π

∫ e−iϕ

eiϕ
dt

tn

−i sinϕ sin θ

分母は

sin2 ϕ sin2 θ = sin2 ϕ(1− cos2 θ) = 1− cos2 ϕ− sin2 ϕ cos2 θ

と変形でき、これは

t2 = cos2 ϕ− sin2 ϕ cos2 θ + 2i sinϕ cosϕ cos θ

2t cosϕ = 2 cos2 ϕ+ 2i sinϕ cosϕ cos θ

から

t2 − 2t cosϕ+ 1 = − cos2 ϕ− sin2 ϕ cos2 θ + 1

と作れるので

P(n)(cosϕ) =
1

−iπ

∫ e−iϕ

eiϕ
dt

tn√
t2 − 2t cosϕ+ 1

=
1

iπ

∫ eiϕ

e−iϕ

dt
tn√

t2 − 2t cosϕ+ 1

これは複素平面上で、半径が 1の円上の角度が −ϕの地点 Aから +ϕの地点 Bへの直線上の積分です。この直線

と円上の A,B を結ぶ円弧による閉曲線を作ります。分母が 0になる tは

t2 − 2t cosϕ+ 1 = 0 ⇒ t = cosϕ±
√

cos2 ϕ− 1 (0 < ϕ < π)
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となっており、| cosϕ| < 1なので閉曲線内の領域における tでは 0にならないです (この領域で解析的)。このた

め、B から Aへ直線で行き、Aから B へ円弧に沿って進む閉曲線 C による積分は 0になるので

∫
C

dt
tn√

t2 − 2t cosϕ+ 1
=

∫ e−iϕ

eiϕ
dt

tn√
t2 − 2t cosϕ+ 1

+

∫
AB

dt
tn√

t2 − 2t cosϕ+ 1

−
∫ e−iϕ

eiϕ
dt

tn√
t2 − 2t cosϕ+ 1

=

∫
AB

dt
tn√

t2 − 2t cosϕ+ 1

第 2項の AB は Aから B への円弧の経路を表します。t = eiψ とすることで

P(n)(cosϕ) =
1

iπ

∫ eiϕ

e−iϕ

dt
tn√

t2 − 2t cosϕ+ 1
=

1

iπ

∫
AB

dt
tn√

t2 − 2t cosϕ+ 1

=
1

π

∫ ϕ

−ϕ
dψeiψ

einψ√
e2iψ − 2eiψ cosϕ+ 1

=
1

π

∫ ϕ

−ϕ
dψeiψ

einψ

ψiψ/2
√
eiψ + e−iψ − 2 cosϕ

=
1

π

∫ ϕ

−ϕ
dψ

ei(n+1/2)ψ

√
2 cosψ − 2 cosϕ

=
1

π

∫ ϕ

−ϕ
dψ

1√
2 cosψ − 2 cosϕ

(cos((n+ 1/2)ψ) + i sin((n+ 1/2)ψ))

=
2

π

∫ ϕ

0

dψ
cos((n+ 1/2)ψ)√
2 cosψ − 2 cosϕ

これをMehler-Dirichletの公式と言います。
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