
行列

行列の基本的な性質を示していきます。
大文字のローマ文字は行列、小文字のローマ文字やギリシャ文字はスカラー、太字はベクトルとします。行列 A
の成分は aij や (A)ij のように表記しています。また、1× nや n× 1行列はベクトルの表記を使っている場合も
あります。

　表記から始めます。ベクトルは太字で書くことにします。n次元ベクトル vがあり、これを基底 ei (i = 1, 2, . . . , n)
で展開すると

v = v1e1 + v2e2 + · · · vnen

となる係数 vi が出てきます。これを基底 ei でのベクトル成分の意味で

v = (v1 v2 . . . vn) (1a)

もしくは

v =


v1
v2
...
vn

 (1b)

と表記します。(1a)と書けば行ベクトル (row vector)、(1b)では列ベクトル (column vector)と呼ばれます。ベク
トルに対して行、列ベクトルどちらの表記を使うかは区別が必要なければ基本的に任意です。
　これらを拡張して


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 · · · amn



と表記したものをm× n行列 (m× n matrix)と言います。行列には大文字のローマ文字が使われることが多いで
す。横方向を行、縦方向を列と呼ぶので、a11, a12, . . . , a1nは 1行目、a11, a21, . . . , am1は 1列目、a21, a22, . . . , a2n
は 2行目、a12, a22, . . . , am2は 2列目、というように続いていきます。なので、aij の添え字の iが行、jが列に対
応します。行ベクトルは 1× n行列、列ベクトルは n× 1行列です。
　 aij (1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n)は行列Aの i行 j列の成分や要素と呼ばれます (例えば a21は 2行 1列の成分)。行
列 Aの i行 j 列の成分 aij を指すことを (A)ij や行列 Aの (i, j)成分と書いたりもします。
　行列の成分に行列を使うこともあります。行列を縦線、横線で区切って小さい行列に区分けしたとき、その行列
をブロック行列 (block matrix)、小分けされた行列部分をブロックと呼びます。例えば、T を 4× 4行列、A,B,C
を 2× 2行列として

T =

(
A C
0 B

)
=


a11 a12 c11 c12
a21 a22 c21 c22
0 0 b11 b12
0 0 b21 b22


のように表記され、A,B,C, 0がブロックです。
　ここでは行列は大文字を使い、その成分には対応する小文字を使いますが、区別せずにそのまま Aij と書かれ
る場合も多いです。
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　また、英語だと行列の成分には elementや entry、ベクトルの成分には componentと分けて使っています（ど
ちらも elementとする場合もある）。
　基本的な単語をいくつか並べると

• 行と列の数が同じ n× n行列は正方行列 (square matrix)

• 正方行列 Aの成分 aii (i = 1, 2, . . . , n)のことを対角成分 (diagonal)

• 対角成分以外を非対角成分 (off-diagonal)

• 非対角成分が 0のとき対角行列 (diagonal matrix)

• 正方行列で対角成分が 1で他が 0のとき単位行列 (identity matrix)

• 正方行列の対角成分の和はトレース (対角和、trace)

• 積 AB = BAが単位行列になる行列 B は行列 Aの逆行列 (inverse matrix)

• 逆行列を持つなら正則行列 (regular matrix, non-singular matrix)

• 行と列を入れ替えることを転置（transpose）

和と積は

• m× n行列 A,B の和 A+B の成分は aij + bij

• 行列 Aのスカラー倍 αAの成分は αaij

• l ×m行列 Aとm× n行列 B の積 AB の成分は
m∑

k=1

aikbkj (i = 1, 2, . . . , l , j = 1, 2, . . . , n)

対角行列は


a11 0 · · · 0
0 a22 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · ann



という形です。対角行列は A = diag（a11, a22, . . . , ann）と表記されたりします。
　単位行列はA = diag（1, 1, . . . , 1）のことです。単位行列はクロネッカーデルタ δij (i = jのとき 1、i ̸= jのとき
0)に対応します。単位行列には I やEが使われることが多いです。ここでは I を使うことにことにし、(I)ij = δij
となります。
　転置は tや T によって At, AT のように表記され、Atは成分 aij を ajiとした行列です (B = At, bij = aji)。成
分で書くときは (aij)

t, atij といった表記が使われ、(aij)
t = ajiです。また、(At)ij のような表記もありますが、こ

れは行列 Aを転置した行列 B = At の i行 j 列という意味になります ((B)ij = (At)ij = (aij)
t = aji)。

　正則行列 Aの逆行列には A−1 の表記が使われます。なので、逆行列 A−1 の定義は AA−1 = A−1A = I と書か
れます。また、A−1 の逆行列は同じように (A−1)−1 = Aで、A−1 も正則行列です。
　よく出てくる行列をまとめると

At = A： 対称行列 (symmetry matrix)
At = −A： 反対称行列 (anti-symmetry matrix)

AtA = AAt = I： 直交行列 (orthogonal matrix)
A† = A： エルミート行列 (hermitian matrix)

A† = −A： 反エルミート行列 (anti-hermitian matrix)
A†A = AA† = I： ユニタリー行列 (unitary matrix)

反は antiでなく skewを使うこともあります。「†」はエルミート共役の記号で、複素共役、エルミート共役の項で
説明しています。対称、反対称行列は、正方行列を転置したとき同じ行列になるなら対称行列、符号が反転するな
ら反対称行列です。直交行列は転置が逆行列になる正方行列です。
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• 行列の和と積
　m × n行列 A,B の和 A + B は同じ成分同士を足します。なので、行列 A,B の成分を aij , bij とすれば
C = A+ B の成分は cij = aij + bij となります。2× 3行列と 5× 5行列の和といったものは定義されてい
ません。

　和の転置は (cij)
t = (aij + bij)

tから、左辺は cjiなので右辺は aji+ bjiです。よって、(A+B)t = At+Bt

となります。

　行列同士の積は l×m行列 Aとm× n行列Bに対して定義されます。Aの列とBの行の数が一致してい
る必要があります。積 AB によって作られる行列は l × n行列となり、C = AB の成分は

cij =

m∑
k=1

aikbkj (i = 1, 2, . . . , l , j = 1, 2, . . . , n)

添え字 kの位置は l×mとm× nのmの部分になります。n次元ベクトルの内積は 1× n行列と n× 1行列
の積と同じです。積の計算で注意すべきなのは一般的に AB ̸= BAとなることです。これ以外は通常の積の
結合法則と分配法則

A(BC) = (AB)C , A(B + C) = AB +AC

に従います。示すのは簡単で、Aを l ×m、B をm× n、C を n× lとすれば

m∑
k=1

(A)ik(BC)kj =

m∑
k=1

aik(

n∑
a=1

bkacaj) =

m∑
k=1

n∑
a=1

aikbkacaj =

n∑
a=1

(

m∑
k=1

aikbka)caj

=

n∑
a=1

(AB)ia(C)aj

となるからです。分配法則も同様です。

　単位行列 I との積は AI = IA = Aで、クロネッカーデルタを使えば l ×m行列 Aとm×m単位行列 I
との積は

(AI)ij =

m∑
k=1

aikδkj (i = 1, 2, . . . , l , j = 1, 2, . . . ,m)

= ai1δ1j + ai2δ2j + · · ·+ aijδjj + · · ·+ aimδmj

と書けます。そして、クロネッカーデルタ δkj は k = j のときが 1、k ̸= j では 0なので

(AI)ij =

m∑
k=1

aikδkj = aijδjj = aij = (A)ij ⇒ AI = A

となることが確認できます。

　 A,B が正則行列のとき、その積 AB は正則行列です。A,B の逆行列 A−1, B−1 との積を見ると

B−1A−1AB = B−1B = I
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となり、ABの逆行列 (AB)−1は (AB)−1 = B−1A−1として与えられるからです。ただし、正則行列同士の
和は一般的に正則行列にならないことに注意してください。

• 転置
　転置の性質として

(i) (At)t = A。
(ii) (AB)t = BtAt。
(iii) Aとその転置 At の積 AAt は対称行列。
(iv) 反対称行列の対角成分は 0。
(v) A+At は対称行列、A−At は反対称行列。
(vi) 任意の正方行列は対称行列と反対称行列の和で書ける。
(vii) Aが正則なら At は正則。

(i)は Aの転置は aji で、その転置は aij なので (At)t = A。(ii)での積 AB の転置 (AB)t は成分 (AB)ij を
(AB)ji にすることです。(AB)ji を変形していくと

(AB)ji =

m∑
k=1

ajkbki =

m∑
k=1

(akj)
t(bik)

t =

m∑
k=1

(bik)
t(akj)

t =

m∑
k=1

(Bt)ik(A
t)kj = (BtAt)ij

これから、積に対する転置は

(AB)t = BtAt (((AB)t)ij = (AB)ji = (BtAt)ij)

となり、(ii) が示されます。(iii) は (AAt)t = (At)tAt = AAt のためです。(iv) は A の成分を aij と書け
ば、aij = −aji から i = j となる対角成分は 0 です。(v) は A + At は (A + At)t = At + A から対称、
(A−At)t = At −Aから反対称と分かります。(vi)は

A =
1

2
A+

1

2
A+

1

2
At − 1

2
At =

1

2
(A+At) +

1

2
(A−At)

と変形すれば (iv)から第一項は対称、第二項は反対称です。(vii)は (A−1)tAt = (AA−1)t = I から、At の
逆行列は (At)−1 = (A−1)t と与えられるためです。

• 複素共役、エルミート共役
　行列の複素共役「∗」は行列の各成分の複素共役を取ることです。例えば

A =

(
5 + i 3
i 1 + 2i

)
, A∗ =

(
5− i 3
−i 1− 2i

)

AB の複素共役は、複素数の積 abの複素共役は (ab)∗ = a∗b∗ なので

(AB)∗ =

m∑
k=1

(ajkbki)
∗ =

m∑
k=1

a∗jkb
∗
ki = A∗B∗

同様に、複素数が (a∗)∗ = aなので (A∗)∗ = Aです。

　複素共役にさらに転置を加えたものをエルミート共役 (hermite conjugate)と呼び、「†」で表します。た
だし、複素共役を A、エルミート共役を A∗と表記する場合もあるので注意が必要です。エルミート共役は
転置を加えるので、上の Aでは
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A† = (A∗)t = (At)∗ =

(
5− i −i
3 1− 2i

)

A† = Aとなる行列をエルミート行列（hermitian matrix）、A† = −Aでは反エルミート行列（anti-hermitian
matrix）、エルミート共役が逆行列になる行列 A−1 = A† はユニタリー行列 (unitary matrix)と言います。
また、反エルミート行列は歪エルミート行列 (skew-hermitian matrix)とも呼ばれます。

　エルミート共役の性質として

(i) (A†)† = A。

(ii) (AB)† = B†A†。

(iii) (A+B)† = A† +B†。

(iv) A+A† はエルミート行列、A−A† は反エルミート行列。

(v) Aが正則なら A† は正則。

(vi) A†A, AA† はエルミート行列。

（i),(ii),(iii)は複素共役が (A∗)∗ = A, (AB)∗ = A∗B∗ なので転置の性質によって示されます。(iv)は (A+
A†)† = A† +Aからエルミート行列、(A−A†)† = A† −Aから反エルミート行列です。(v)は (A−1)†A† =
(AA−1)† = I から、逆行列が (A†)−1 = (A−1)† と与えられるためです。(vi)は (A†A)† = A†A, (AA†)† =
(A†)†A† = AA† からエルミート行列です。

　また、H をエルミート行列とすると (iH)† = −iH† = −iH から、iH は反エルミート行列になります。

• トレース
　トレース (対角和)は正方行列の対角成分を全て足す計算で、trAや TrAと表記され

trA =

n∑
i=1

aii = a11 + a22 + · · · ann

と定義されます。トレースの性質は、A,B,C を正方行列として

(i) tr(A+B) = trA+ trB

(ii) tr(αA) = αtrA

(iii) trAt = trA

(iv) tr(AAt) = tr(AtA)

(v) tr(AB) = tr(BA)

(vi) tr(ABC) = tr(CAB) = tr(BCA)

トレースは対角成分の和なので (i),(ii)は和の規則から分かります。(iii)は対角成分は転置で変わらないので
trAt = trAです。(iv)は

tr(AAt) =

n∑
i=1

(AAt)ii =

n∑
i=1

m∑
j=1

aijaji =

m∑
j=1

n∑
i=1

ajiaij =

m∑
j=1

(AtA)jj = tr(AtA)

から分かります。(v)は AB のトレースを変形すれば

tr(AB) =

n∑
i=1

(AB)ii =

n∑
i=1

n∑
k=1

aikbki =

n∑
k=1

n∑
i=1

bkiaik =

n∑
k=1

(BA)kk = tr(BA)

となり、(vi)は tr(ABC)は AB を 1つの行列とすれば tr((AB)C) = tr(C(AB)) = tr(CAB)となります。
また、A,B がm× n行列でも転置との積 AtB,BAt は正方行列なので
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tr(AtB) =

n∑
i=1

(AtB)ii =

n∑
i=1

(

m∑
j=1

(At)ij(B)ji) =

n∑
i=1

m∑
j=1

(B)ji(A
t)ij =

m∑
j=1

(BAt)jj = tr(BAt)

• 行列式
　詳しくは「行列式」で触れます。行列式 (determinant)は detAや |A|と表記され、例えば 2 × 2行列 A
では

detA = a11a22 − a12a21

と定義します。行列の形で書けば

detA =

∣∣∣∣ a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣
と表記されます。n× n行列の行列式は、レヴィ・チビタ記号 ϵk1k2...kn によって

detA =

n∑
k1=1

n∑
k1=2

· · ·
n∑

kn=1

ϵk1k2...kn
a1k1

a2k2
· · · ankn

もしくは

detA =

n∑
k1=1

n∑
k1=2

· · ·
n∑

kn=1

ϵk1k2...kn
ak11ak22 · · · aknn

と定義されます。レヴィ・チビタ記号は ϵ123... = +1で、1, 2, 3, . . .の並びの偶置換は+1、奇置換は−1、同
じ数字が２個以上あれば 0となる記号です。例えば、ϵ123 では

ϵ123 = ϵ231 = ϵ312 = +1

ϵ132 = ϵ213 = ϵ321 = −1

ϵ111 = ϵ112 = ϵ113 = ϵ221 = · · · = 0

となります。定義から、対角行列の行列式は対角成分の積になります。

　 AB,A + B のように複数あるとき det[AB],det[A + B]と [ ]を使って表記しますが、個人的な趣味なの
で一般的な表記というわけではないです。

　行列式の性質は

(i) n× n行列のスカラー倍 αAでは det[αA] = αn detA。

(ii) detA = detAt。

(iii) detA∗ = (detA)∗。

(iv) detA† = detA∗。

(v) det[AB] = detAdetB。
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これらは「行列式」で示しています。

• 基本変形
　行列の成分 (i, j)だけが 1で他が 0の正方行列を Eij とします。添え字を付けてますが行列です。例えば
3× 3行列では

E12 =

 0 1 0
0 0 0
0 0 0



この行列によって

E(i, j) = I − Eii − Ejj + Eij + Eji (i ̸= j)

E(α; i) = I − Eii + αEii

E(α; i, j) = I + αEij (i ̸= j)

とした 3個の行列を基本行列 (elementary matrix)と呼びます。E(i, j)は単位行列の (i, i), (j, j)成分を 0に
して (i, j), (j, i)成分を 1にした行列、E(α; i)は単位行列の (i, i)成分を αにした行列、E(α; i, j)は単位行
列の (i, j)成分を αにした行列です。これらとの積を見ます。

　m×m行列 Eij とm× n行列 Aの積は

(EijA)st =

m∑
k=1

(Eij)sk(A)kt = (Eij)sj(A)jt

Eij は (i, j)成分だけが 1なので、和は k = j のとき 0でないです。そして、s = iのときだけが 1なので
EijAの (i, t)成分は Aの (j, t)成分になり、残りは 0です。つまり、EijAは i行目が Aの j 行目の値を持
ち他は 0の行列です。3× 3行列での E12 で具体的に見ると

E12A =

 0 1 0
0 0 0
0 0 0

 a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

 =

 a21 a22 a23
0 0 0
0 0 0



となり、E12Aは Aの 2行目の成分を持ちます。

　そうすると、E(i, j)Aは

IA ⇒ Aのまま
EiiA ⇒ i行目が Aの i行目
EjjA ⇒ j 行目が Aの j 行目
EijA ⇒ i行目が Aの j 行目
EjiA ⇒ j 行目が Aの i行目

から、EiiAと EjjAが Aの i行目と j 行目を 0にし、EijAで Aの j 行目が i行目に入り、EjiAで Aの i
行目が j 行目に入ります。よって、E(i, j)Aは Aの i行目と j 行目が入れ替わった行列になります。

　 E(α; i)Aは

IA ⇒ Aのまま
EiiA ⇒ i行目が Aの i行目

αEiiA ⇒ i行目が Aの i行目の α倍
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から、EiiAで Aの i行目が 0になり、αEiiAで i行目に Aの i行目の α倍が入ります。よって、E(α; i)A
は i行目を α倍します。

　 E(α; i, j)Aは

IA ⇒ Aのまま
αEijA ⇒ i行目が Aの j 行目の α倍

これは Aに Aの j 行目の α倍を Aの i行目に足します。

　というわけで、まとめると

◦ E(i, j)Aは Aの i行と j 行を入れ替える。

◦ E(α; i)Aは Aの i行を α倍する。

◦ E(α; i, j)Aは Aの i行に j 行の α倍を足す。

このように行を操作することを行基本変形 (elementary row transformation)と言います。

　右から Aとの積を取ると

AE12 =

 a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

 0 1 0
0 0 0
0 0 0

 =

 0 a11 0
0 a21 0
0 a31 0



となるので、右からでは列を入れ替えます。よって、同様に

◦ AE(i, j)は Aの i列と j 列を入れ替える。

◦ AE(α; i)は Aの i列を α倍する。

◦ AE(α; i, j)は Aの i列に j 列の α倍を足す。

これらは列基本変形 (elementary column transoformation)と呼ばれます。

　基本変形を含む行列式は

◦ det[E(i, j)A] = −detA

◦ det[E(α; i)A] = α detA

◦ det[E(α; i, j)A] = detA

これらを示します。n× n行列にしますが、3× 3行列とすると分かりやすいです。

　 detE(i, j)は、単位行列の (i, i), (j, j)成分が 0で (i, j), (j, i)成分が 1なので、i < j とすれば

detE(i, j) = ϵ12...j...i...na11a22 · · · aij · · · aji · · · ann

E(i, j)は、１行目では a11 = 1、2行目では a22 = 1、として続いていき、i行目で aiiは 0で aij = 1、i+ 1
行目から ai+1,i+1 = 1と続き、j 行目で ajj = 0で aji = 1となり、後は対角成分が ann = 1まで続くので、
このようになります。このとき、i < j です。そして、iと j の間の数をm個として、ϵ12...i...j...n の並びに
するには、jをm+1回右に動かして、iをm回左に動かせばいいです。なので、2m+1回の奇数回動かす
ためにレヴィ・チビタ記号は −1です。よって、detE(i, j) = −1となり、

det[E(i, j)A] = det[E(i, j)] detA = −detA

E(α; i)は単位行列の対角成分の 1つが αになっているだけなので
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det[E(α; i)A] = det[E(α; i)] detA = α detA

E(α; i, j)は対角成分と (i, j)成分だけが 0でないために、i < j として

detE(α; i, j) = ϵ12...na11a22 · · · ann + ϵ12...j...j...na11a22 · · · aij · · · ajj · · · ann

レヴィ・チビタ記号に同じ j が 2ついるので第二項は 0です。よって、detE(α; i, j) = 1から

det[E(α; i, j)A] = detA

となります。

• 固有値、固有ベクトル
　固有値、固有ベクトルは「行列式」でも触れています。

　 n× n行列 A、n次元ベクトル v ̸= 0、実数もしくは複素数 λがあり、それらが

Av = λv

となっているとき、λをAの固有値 (eigenvalue)、vをAの固有ベクトル (eigenvector)と言います。この式
は eigenvalue equationと呼ばれます。行列 Aの固有値と固有ベクトルを求めることを固有値問題と言いま
す (eigenvalue equationを満たす λと v ̸= 0を求める問題)。

　 Aが正則行列のとき、λ = 0だと

Av = 0

A−1Av = 0

v = 0

となってしまうので、正則行列は 0の固有値を持ちません。

　 λvを左辺に持っていくと

(A− λ)v = 0

と書けますが、これだと括弧内で行列 Aとスカラー λの差になってしまい、この計算は定義されていませ
ん。なので、λを成分に持つ行列によって

λv ⇒
n∑

j=1

λijvj = λvi

となるようにします。これは λij = λδij = (λI)ij とすればいいだけです。例えば、2× 2行列なら

λ

(
v1
v2

)
=

(
λv1
λv2

)
=

(
λ 0
0 λ

)(
v1
v2

)
= λ

(
1 0
0 1

)(
v1
v2

)
= λIv
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ということです。なので

(A− λI)v = 0

となります。ただし、行列同士の計算とはっきりと分かるときは単位行列 I を省いて書くことが多いので注
意が必要です。

　 A2 = AAの固有値は Aの固有値が λなら、λ2 になります。これはすぐに分かって

Av = λv

AAv = λAv

A2v = λ2v

となるからです。

　異なる固有値に対応する固有ベクトルは線形独立であることを示します。まず、異なる固有値 s1, s2, . . . , sm
に対応する固有ベクトル v1,v2, . . . ,vmは線形独立と仮定します。次に、異なる固有値 sm+1に対応する vm+1

を加えます。このときもまだ線形独立であるなら、帰納法から線形独立と示せたことになります。

　 v1,v2, . . . ,vm ̸= 0は線形独立とするので

α1v1 + α2v2 + . . .+ αmvm = 0 (2)

となるのは、α1, α2, . . . , αm が 0のときです。これが vm+1 を加えても成立するかを見ます。

　 vm+1 を加えて

c1v1 + c2v2 + . . .+ cmvm + cm+1vm+1 = 0 (3)

とします。これに si,vi (i = 1, 2, . . . ,m+ 1)を固有値、固有ベクトルに持つ行列 A (Avi = sivi)をかけて

0 = c1Av1 + c2Av2 + . . .+ cmAvm + cm+1Avm+1

= c1s1v1 + c2s2v2 + . . .+ cmsmvm + cm+1sm+1vm+1

(3)を入れると

0 = c1s1v1 + c2s2v2 + . . .+ cmsmvm − sm+1(c1v1 + c2v2 + . . .+ cmvm)

= c1(s1 − sm+1)v1 + c2(s2 − sm+1)v2 + . . .+ cm(sm − sm+1)vm

となり、v1 から vm までの式になります。v1 から vm までは線形独立としているので、(2)から

c1(s1 − sm+1) = 0 , c2(s2 − sm+1) = 0 , cm(sm − sm+1) = 0
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として成立します。そして、固有値は全て異なるとしているので、c1, c2, . . . , cm が 0です。なので、(3)は
cm+1vm+1 = 0になり、固有ベクトルは vm+1 ̸= 0なので cm+1 = 0です。よって、(3)は ci = 0のときに成
立するので、vm+1 を加えても線形独立のままとなり、異なる固有値に対応する固有ベクトルは線形独立と
なります。

• 行列の指数関数
　正方行列 Aの指数関数はべき級数によって

eA = I +A+
1

2!
A2 + · · · =

∞∑
k=0

Ak

k!
(4)

と定義されます。A0 は単位行列です。これは指数関数のテイラー展開を行列にしたものです。

　収束性を示します。まず、行列のノルム || ||を

||A||2 = |a11|2 + |a12|2 + · · ·+ |ann|2 =

n∑
i,j=1

|Aij |2

と定義します。| |は絶対値です。これはノルムの定義

||A|| ≥ 0 , ||αA|| = |α| ||A|| , ||A+B|| ≤ ||A||+ ||B||

を満たします。積に対しては

||AB||2 =

n∑
i,j=1

|(AB)ij |2

Aの i列目の成分によるベクトルを a(i)、B の j 行目の成分によるベクトルを b(j) とすれば

|(AB)ij |2 = |
n∑

k=1

(A)ik(B)kj |2 = |a(i) · b(j)|2

シュワルツの不等式から

||AB||2 =

n∑
i,j=1

|(AB)ij |2 =

n∑
i,j=1

|a(i) · b(j)|2 ≤
n∑

i,j=1

|a(i)|2|b(j)|2

最右辺は、ベクトルは 1× n行列なので

n∑
i,j=1

|a(i)|2|b(j)|2 =

n∑
i=1

|a(i)|2
n∑

j=1

|b(j)|2 = ||A||2||B||2

よって、積のノルムは
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||AB||2 ≤ ||A||2||B||2

という関係を持ちます。

　ここで、ある行列M が

M = c0I + c1A+ c2A
2 + · · · =

∞∑
k=0

ckA
k (5)

と展開できるとします。Ak のノルムは

||Ak|| = ||AAk−1|| ≤ ||A|| ||Ak−1||

k = 1では

||A1|| ≤ ||A||1

k = 2では

||A2|| = ||AA|| ≤ ||A|| ||A|| = ||A||2

と続くので

||Ak|| = ||AAk−1|| ≤ ||A|| ||Ak−1|| ≤ ||A|| ||A||k−1 = ||A||k

そうすると、(5)の各項で

||ckAk|| ≤ |ck| ||A||k (6)

なので

||M || = ||c0I + c1A+ c2A
2 + · · · || ≤ ||c0I||+ ||c1A||+ ||c2A2||+ · · ·

≤ |c0| ||I||+ |c1| ||A||+ |c2| ||A||2 + · · ·

=

∞∑
k=0

|ck| ||A||k

これから、(5)は

|ck+1| ||A||k+1

|ck| ||A||k
=

|ck+1|
|ck|

||A||
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から

lim
k→∞

|ck+1|
|ck|

= L , ||A|| < L−1

として収束半径 L−1 を与えれば、ダランベールの判定法から絶対収束します。

　M を eA とすれば、||eA|| ≤ e||A|| となり、

|ck+1|
|ck|

=
k!

(k + 1)!
=

1

k + 1
⇒ 0

から、L−1 は無限大と分かるので (4)は絶対収束です。そして、各項において (6)なので、ワイエルシュト
ラスのM判定法から一様収束です。そして、etA は一様収束するので各項で微分ができて、etA の微分は

d

dt
etA =

d

dt

∞∑
k=0

tkAk

k!
=

d

dt
(I +

∞∑
k=1

tkAk

k!
) =

∞∑
k=1

tk−1Ak

(k − 1)!
= A

∞∑
k=0

tkAk

k!
= AetA

となります。

　また、ハウスドルフの公式（量子力学の「ベーカー・キャンベル・ハウスドルフの公式」参照）からAB = BA
なら eA+B = eAeB なので、e−AeA = 1となり、eA の逆行列は e−A です。

• クロネッカー積
　クロネッカー積 (Kronecker product)は、m× n行列 Aと p× q行列Bから (mp)× (nq)行列を作る積で

A⊗B =


a11B a12B · · · a1nB
a21B a22B · · · a2nB
...

...
...

...
am1B am2B · · · amnB



と定義されています。行列の中に行列 B が入っているので、実際の成分はもっと多くなります。「⊗」がク
ロネッカー積を表します。クロネッカー積は行列のテンソル積 (tensor product)とも呼ばれます。

　単純な例として、2× 2単位行列 I2 と 2× 3行列 Aのクロネッカー積は

I2 ⊗A =

(
A 0
0 A

)
=


a11 a12 a13 0 0 0
a21 a22 a23 0 0 0
0 0 0 a11 a12 a13
0 0 0 a21 a22 a23



A⊗ I2 =

(
a11I2 a12I2 a13I2
a21I2 a22I2 a23I2

)
=


a11 0 a12 0 a13 0
0 a11 0 a12 0 a13
a21 0 a22 0 a23 0
0 a21 0 a22 0 a23



クロネッカー積の規則は

(i) (A+B)⊗ C = A⊗ C +B ⊗ C

(ii) A⊗ (B + C) = A⊗B +A⊗ C
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(iii) (αA)⊗B = A⊗ (αB) = α(A⊗B)

(iv) (A⊗B)⊗ C = A⊗ (B ⊗ C)

(i),(ii)は、クロネッカー積の各成分は aijB なので、(A+B)⊗ C の各成分で

(A+B)ijC = (aij + bij)C = aijC + bijC

として成立するからです。(iii)は (αaij)B = α(aijB)からです。(iv)は

(A⊗B)⊗ C =


a11B a12B · · · a1nB
a21B a22B · · · a2nB
...

...
...

...
am1B am2B · · · amnB

⊗ C

=


(a11B)⊗ C (a12B)⊗ C · · · (a1nB)⊗ C
(a21B)⊗ C (a22B)⊗ C · · · (a2nB)⊗ C

...
...

...
...

(am1B)⊗ C (am2B)⊗ C · · · (amnB)⊗ C



=


a11(B ⊗ C) a12(B ⊗ C) · · · a1n(B ⊗ C)
a21(B ⊗ C) a22(B ⊗ C) · · · a2n(B ⊗ C)

...
...

...
...

am1(B ⊗ C) am2(B ⊗ C) · · · amn(B ⊗ C)


= A⊗ (B ⊗ C)

また、m× n行列 A、p× q行列 Bによる (mp)× (nq)行列 A⊗Bと、n× r行列 C、q × s行列Dによる
(nq)× (rs)行列 C ⊗Dの積は

(A⊗B)(C ⊗D) =

 a11B · · · a1nB
...

...
...

am1B · · · amnB


 c11D · · · c1rD

...
...

...
cn1D · · · cnrD



B,Dは行列としたままでの (1, 1)成分は (BDは p× s行列)

a11c11BD + a12c21BD + · · ·+ a1ncn1BD =

n∑
i=1

a1ici1BD = (AC)11BD

他の成分も同じなので

(A⊗B)(C ⊗D) =

 (AC)11BD · · · (AC)1rBD
...

...
...

(AC)m1BD · · · (AC)mrBD

 = (AC)⊗ (BD)

となります。
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• 直和
　正方行列 A,B の直和 (direct sum)は

A⊕B =

(
A 0
0 B

)

と定義されます。「⊕」は直和の記号です。直和は対角成分に行列 A,Bが入っているために、そのまま通常
の和の規則を満たします。

　Aはm× 1行列 v、Bは n× 1行列wに作用する行列としたとき、A⊕Bと v,wによる 2× 1行列 (v,w)
の積が (Av, Bw)となるように作られています。つまり、行列の直和はm,n次元ベクトル空間 V m, V nの直
和 V m ⊕ V n に対する線形演算子に対応します。
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