
直交多項式

関数が多項式で近似できることを見てから、直交多項式の話をします。ここでは、グラム・シュミットの正規直交

法と一般化されたロドリゲスの公式を示しています。ベクトルとしての話はほとんどしていません。

最初にワイエルシュトラスの近似定理を示してますが、飛ばして平気です。

括弧付きの添え字を付けているのは多項式としています。

　多項式 (polynomial)P(n) は

P(n)(x) =

n∑
k=0

akx
k

と定義され、最大で n次の項を含むとき n次多項式と呼ばれます。ak は定数です。注意として、多項式 P(n) は

P(n) =

n∑
k=0

akx
k , P(n+1) =

n+1∑
k=0

a′kx
k

において、一般的に ak ̸= a′k (k = 0, 1, 2, . . . , n)です。

　連続な関数が多項式で近似できることを示します。

• ワイエルシュトラスの近似定理

実数の関数 f(x)が閉区間 [a, b]で連続なら、[a, b]において極限が f(x)となる n次多項式 P(n)(x)が存在

する。

　まず、状況を簡単にします。閉区間 [a, b]は xを

1

b− a
((x− a)(1− c) + (b− x)c)

と置き換えれば、[c, 1− c]になります。cを 0に選ぶことにして、[0, 1]で連続とします。

　 [0, 1]での f(x)から

h(x) = f(x)− f(0)− x(f(1)− f(0))

として新しく h(x)を作ると、h(0) = h(1) = 0です。さらに、[0, 1]で連続なので、[0, 1]の外側では h(x) = 0

とすれば、x全体に対して連続になります。そして、この式から分かるように、h(x)が多項式の極限である

なら、f(x)もそうなります。よって、このような h(x)が多項式の極限になることを示せば十分です。

　というわけで、f(x)を [0, 1]で連続、[0, 1]の外側で 0、f(0) = f(1) = 0になっているとしていきます。

　まず、Qn(x)として
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Qn(x) = qn(1− x2)n (n = 1, 2, . . .)∫ 1

−1

dxQn(x) = 1

qn は定数です。Qn から多項式を作ります。これは単純で、まず

Pn(x) =

∫ 1

−1

dtf(x+ t)Qn(t)

と与えます。f は [0, 1]の外側で 0としているので、f(0)から f(1)になるように置き換えて

Pn(x) =

∫ 1−x

−x

dtf(x+ t)Qn(t) =

∫ 1

0

dtf(t)Qn(t− x)

Qn(t− x)は

Q1(t− x) = q1(1− (t− x)2) = q1(1− (t2 + x2 − 2tx))

Q2(t− x) = q2(1− (t− x)2)2 = q2(1 + t4 + x4 + 4tx3 + 6t2x2 + 4t3x− 2(t2 + x2 − 2tx))

と続いているので、それに f(t)をかけて 0から 1の範囲で t積分すれば、xの多項式が出てきます。よって、

Pn は多項式です。

　後で使うので、Qn の制限を求めます。Qn の積分は

∫ 1

−1

dx(1− x2)n = 2

∫ 1

0

dx(1− x2)n

積分範囲において 1 − x2 は常に正なので、上限を 1より小さくなる 1/
√
nに置き換えたものより大きいこ

とから

∫ 1

−1

dx(1− x2)n ≥ 2

∫ 1/
√
n

0

dx(1− x2)n

二項定理から

(1− x2)n = 1 +
n!

(n− 1)!
(−x2) +

n!

2(n− 2)!
(−x2)2 + · · · = 1− nx2 + · · ·
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これの差を見るために

g(x) = (1− x2)n − (1− nx2)

dg

dx
= −2nx(1− x2)n−1 + 2nx = 2nx(1− (1− x2)n−1)

とすれば、g(0) = 0と、xは 0から 1なので dg/dxの括弧部分は常に正であるために、g(x)は正と分かり

ます。よって

2

∫ 1/
√
n

0

dx(1− x2)n ≥ 2

∫ 1/
√
n

0

dx(1− nx2) = 2(
1√
n
− n

3

1

n
√
n
) =

4

3

1√
n
>

1√
n

となり

1 =

∫ 1

−1

dxQn(x) = qn

∫ 1

−1

dx(1− x2)n >
qn√
n

⇒ qn <
√
n

これから、γ ≤ x ≤ 1 (γ > 0)に対して

Qn(x) = qn(1− x2)n ≤
√
n(1− x2)n ≤

√
n(1− γ2)n (1)

と分かります。

　知りたいのは P(n) = Pn の極限が f(x)になるかなので

|P(n)(x)− f(x)| = |
∫ 1

−1

dtf(x+ t)Qn(t)− f(x)|

= |
∫ 1

−1

dtf(x+ t)Qn(t)− f(x)

∫
dtQn(t)|

= |
∫ 1

−1

dt(f(x+ t)− f(x))Qn(t)|

≤
∫ 1

−1

dt|f(x+ t)− f(x)|Qn(t)

Qn(t)は正なので絶対値をつけていません。f は [0, 1]で連続なので、任意の ϵ > 0と対応する δ(ϵ) > 0に

対して |y − x| < δ(ϵ)なら

|f(y)− f(x)| < ϵ

2
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となっています。δで積分範囲を分割すると

∫ 1

−1

dt|f(x+ t)− f(x)|Qn(t)

=

∫ −δ

−1

dt|f(x+ t)− f(x)|Qn(t) +

∫ δ

−δ

dt|f(x+ t)− f(x)|Qn(t) +

∫ 1

δ

dt|f(x+ t)− f(x)|Qn(t)

第 2項は |y − x| = |x+ t− x| = |t| ≤ δなので

∫ δ

−δ

dt|f(x+ t)− f(x)|Qn(t) <
ϵ

2

∫ δ

−δ

dtQn(t)

第 1項と第 3項ではこのようにならないので、|f(x)|の最大値をM として

∫ −δ

−1

dt|f(x+ t)− f(x)|Qn(t) ≤ 2M

∫ −δ

−1

dtQn(t)

∫ 1

δ

dt|f(x+ t)− f(x)|Qn(t) ≤ 2M

∫ 1

δ

dtQn(t)

Qn の積分は (1)を使うと、δ ≤ t ≤ 1から

∫ 1

δ

dtQn(t) ≤
√
n(1− δ2)n

∫ 1

δ

dt =
√
n(1− δ2)n(1− δ) <

√
n(1− δ2)n

なので

∫ 1

−1

dt|f(x+ t)− f(x)|Qn(t) < 4M
√
n(1− δ2)n +

ϵ

2

右辺第 1項は nを大きくとれば 0に近づきます。大雑把に示すなら、まず対数を取り

log[
√
n(1− δ2)n] =

1

2
log n+ n log(1− δ2) =

1

2
log n− n| log(1− δ2)|

1− δ2 < 1なので絶対値をつけています。nを増加させると、対数的に増加する第 1項と nに比例する第 2

項との差なので、−∞に向かいます。対数が無限大になるのは log 0のときなので、
√
n(1− δ2)nは 0です。

　よって
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|P(n)(x)− f(x)| =
∫ 1

−1

dt|f(x+ t)− f(x)|Qn(t) <
ϵ

2

となるので、極限が f(x)となる多項式 P(n)(x)が存在します。また、複素関数では実部と虚部に分けて同様

にすれば求まります。

　この定理によって、ある区間における連続な関数は多項式で近似できることが分かりました。実際に関数を近

似するときには直交多項式が使われるので、それを見ていきます。

　関数の直交性を定義します。ここでは実数のみとします。まず、関数の内積を与えます。内積は 2つのベクトル

からスカラーを作るものなので、関数の内積はその変数に対して積分することで与えられており

∫ b

a

dxF (x)G(x)w(x)

と定義されます (実数の関数の場合)。w(x)は正の実数の関数 (w(x) > 0)でウェイト関数（weight function）と呼

ばれます。ウェイト関数は F,Gに含めてしまえば消せますが、分離しておいたほうが便利なので一般的にはこの

ように書かれます。直交は内積が 0になることなので、これが 0のとき F (x)と G(x)は直交すると言われます。

なので、直交多項式 P(n) は

∫ b

a

dxP(m)P(n)w(x) = Anδmn (2)

となる多項式のことです。δmn はクロネッカーデルタ (n = mなら 1、n ̸= mなら 0)、An は定数です。

　連続な関数が多項式で近似されることは別の言い方ができます。多項式は {xn} = {1, x, x2, . . . , xn}に係数を付
けた和です。そして、{xn}に対して

c0 + c1x+ c2x
2 + · · ·+ cnx

n = 0

となるのが、c0 = c1 = c2 = · · · = cn = 0のときなので、{xn}は線形独立です。つまり、連続な関数 f(x)は {xn}
の線形結合で近似できると言えます。これはベクトルを基底で展開することに対応し、{xn}を基底として関数を
展開できるということです。このときに、直交するという条件を加えることで出てくるのが直交多項式です。

　というわけで、{xn}の線形結合から、与えられた内積において直交する {Pn} = {P0, P1, P2, . . . , Pn}の線形結
合に変更します (ある内積が与えられたヒルベルト空間での直交系を作る)。これはグラム・シュミットの正規直

交化法を使えばいいです。グラム・シュミットの正規直交化法は、線形独立なベクトル v0,v1,v2, . . .から

w0 = v0 , u0 =
w0

|w0|

w1 = v1 − (u0 · v1)u0 , u1 =
w1

|w1|

w2 = v2 − (u0 · v2)u0 − (u1 · v2)u1 , u2 =
w2

|w2|

として、1に規格化され直交するベクトル u1,u2, . . .を作る方法です。

　 vi を 1, x, x2, . . .に変えて行います。Ln(x) = xn (n = 0, 1, 2, . . .)として、内積はウェイト関数を 1とするこ

とで
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∫ 1

−1

dxLm(x)Ln(x)

と与えます。範囲を-1から 1にしてるのは結果が分かってるからです。これは

∫ 1

−1

dxLm(x)Ln(x) =

∫ 1

−1

dx xmxn =

∫ 1

−1

dx xm+n =
1

m+ n+ 1
(1m+n+1 − (−1)m+n+1)

となるので、m+ n+ 1が偶数でないと 0になりません。最初の方を取り出せば

∫ 1

−1

dxL0L2 =

∫ 1

−1

dx x2 =
2

3
,

∫ 1

−1

dxL0L1 =

∫ 1

−1

dx x = 0 ,

∫ 1

−1

dxL1L2 =

∫ 1

−1

dx x3 = 0

L0 と L1、L1 と L2 は直交し、L0 と L2 は直交していません。というわけで、グラム・シュミットの正規直交化

法を使います。

　 L0, L1 は 1に規格化するだけでよく

∫ 1

−1

dx L0L0 =

∫ 1

−1

dx =
1

2
,

∫ 1

−1

dx L1L1 =

∫ 1

−1

dx x2 =
2

3

から

P0 =
1√
2
L0 =

1√
2
, P1 =

√
3

2
L1 =

√
3

2
x

L2 は

P2 = L2 − P0

∫ 1

−1

dxP0L2(x)− P1

∫ 1

−1

dxP1(x)L2(x) = L2 −
1

2

∫ 1

−1

dx x2 = x2 − 1

3

実際に

∫ 1

−1

dxP0P2 =
1√
2

∫ 1

−1

dx(x2 − 1

3
) =

1√
2
(
2

3
− 2

3
) = 0 ,

∫ 1

−1

dxP1P2 =

∫ 1

−1

dx(x3 − 1

3
x) = 0

となり、直交します。このようにして、直交する Pnを求められます。1に規格化せずに、P1(1) = P2(1) = · · · = 1

になるように係数を変えて P4 まで求めると

P0(x) = 1 , P1(x) = x , P2(x) =
1

2
(3x2 − 1) , P3(x) =

1

2
(5x3 − 3x) , P4(x) =

1

8
(35x4 − 30x2 + 3)
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Pn は見て分かるように n次多項式なので、{xn}から直交多項式 P(n) = Pn が求められたことになります。この

直交多項式はルジャンドル多項式 (Legendre polynomials)と呼ばれます。多くの直交多項式では 1に規格化せず

に、今のように係数を適当に選ぶようにして作られています。これを標準化 (standardization)と言ったります。

　このように作られたルジャンドル多項式 P(n) の線形結合として [−1, 1]で連続な関数 f(x)は

f(x) =

∞∑
n=0

anP(n)(x)

と展開されます。nの無限大の極限を取っています。このように、与えられた内積において直交するように {xn}
を変更することで直交多項式が出てきます。係数 an は P(n) が直交しているので、P(m) を外からかけて積分すれ

ば、(2)から

∫ 1

−1

dxP(m)(x)f(x) =

∞∑
n=0

an

∫ 1

−1

dxP(m)(x)P(n)(x) =

∞∑
n=0

anAnδmn = amAm

として取り出せます。

　これで、{xn}から直交多項式が求められることと、直交多項式で関数が展開できることが分かりました。次に、
別の方向から直交多項式を求める方法を見ていきます。

　結果を先に出せば、n次多項式 C(n) は

C(n)(x) =
1

Kn

1

w(x)

dn

dxn
(w(x)sn(x)) (n = 0, 1, 2, . . .) (3)

∫ b

a

dx P(m)Cn(x)w(x) = 0 (m < n) (4)

と与えられます。sは 2次以下の多項式、Knは規格化定数、P(m)は任意のm次多項式です。実数の関数w(x) > 0

は aから bの範囲で積分可能で、両端において w(a)s(a) = w(b)s(b) = 0としています。これを一般化されたロド

リゲスの公式 (generalized Rodrigues formula)と言います。(4)は C(m), C(n)でも成立するので、s, wを指定すれ

ば直交多項式 C(1), C(2), . . .が求められます。また、C2
(n) の場合は (9)になります。

　 (3)が n次多項式になっていることと、直交関係 (4)を示します。まだ多項式になっているとは分からないとし

て、Cn を

Cn(x) =
1

w(x)

dn

dxn
(w(x)sn(x)) (n = 0, 1, 2, . . .)

このとき、C1は xの 1次の多項式、s(x)は 2次以下の多項式、w(x)は正の実数とします。w(x)は aから bの範

囲で積分可能とし、両端において w(a)s(a) = w(b)s(b) = 0とします。

　必要な関係を求めていきます。wの微分は

C1(x) =
1

w

d

dx
(ws)

=
s

w

dw

dx
+

ds

dx

dw

dx
=

w

s
(C(1) −

ds

dx
)
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これを使うと、k次以下の任意の多項式を q(x; k)として

d

dx
(wsnq) = snq

dw

dx
+ nwsn−1q

ds

dx
+ wsn

dq

dx

=
w

s
snq(C(1) −

ds

dx
) + nwsn−1q

ds

dx
+ wsn

dq

dx

= sn−1w((C(1) −
ds

dx
)q + nq

ds

dx
+ ws

dq

dx
)

C(1), ds/dxは xの 1次までなので、括弧内の第 1項は k+ 1次以下の多項式 q(x; k+ 1)です。q(x; k)とは係数が

変わりますが、そのまま qを使っています。第 2項も同様に q(x; k+1)です。第 3項は、dq/dxが k− 1次以下の

多項式、sは 2次以下の多項式なので、ここも q(x; k + 1)です。よって

d

dx
(wsnq(x; k)) = wsn−1q(x; k + 1)

さらに微分すれば

d2

dx2
(wsnq(x; k)) =

d

dx
(wsn−1q(x; k + 1))

= sn−1q(x; k + 1)
dw

dx
+ (k − 1)wsn−2q(x; k + 1)

ds

dx
+ wsn−1 dq(x; k + 1)

dx

= sn−2wq(x; k + 1)(C(1) −
ds

dx
) + (n− 1)wsn−2q(x; k + 1)

ds

dx
+ wsn−1 dq(x; k + 1)

dx

= sn−2w
(
q(x; k + 1)(C(1) −

ds

dx
) + (n− 1)q(x; k + 1)

ds

dx
+ s

dq(x; k + 1)

dx

)
これの括弧内は q(x; k + 2)の多項式になります。よって、繰り返すことで

dm

dxm
(wsnq(x; k)) = wsn−mq(x; k +m) (5)

左辺で q(x; k = 0) = 1とすれば

Cn =
1

w(x)

dn

dxn
(w(x)sn(x)) =

1

w(x)
wsn−nq(x;n) = q(x;n) (6)

これから、Cn は n次以下の多項式と分かります。

　また、wsn だけの微分は

d

dx
(wsn) = wsn−1q(x; 1)

右辺は w(a)s(a) = w(b)s(b) = 0なので、n− 1 > 0なら x = a, bで 0になります。このため、n−m > 0なら
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dm

dxm
(wsn)|x=a,b = wsn−mq(x;m)|x=a,b = 0 (7)

となります。

　任意のm次多項式を P(m) として、m < nのとき

∫ b

a

dxP(m)(x)Cnw(x) =

∫ b

a

dxP(m)(x)
dn

dxn
(w(x)sn(x))

=

∫ b

a

dxP(m)(x)
d

dx

dn−1

dxn−1
(w(x)sn(x))

=
[
P(m)(x)

dn−1

dxn−1
(w(x)sn(x))

]b
a
−
∫ b

a

dx
dP(m)

dx

dn−1

dxn−1
(w(x)sn(x))

= −
∫ b

a

dx
dP(m)

dx

dn−1

dxn−1
(w(x)sn(x))

= −
∫ b

a

dx
dP(m)

dx

d

dx

dn−2

dxn−2
(w(x)sn(x))

= (−1)
([dP(m)

dx

dn−2

dxn−2
(w(x)sn(x))

]b
a
+

∫ b

a

dx
d2P(m)

dx2

dn−2

dxn−2
(w(x)sn(x))

)
= (−1)

∫ b

a

dx
d2P(m)

dx2

dn−2

dxn−2
(w(x)sn(x))

と続いていきます。下から 2行目で (7)を使っています。P(m) は xm までを含んでいるので、m回繰り返せば

∫ b

a

dxP(m)(x)Cnw(x) = (−1)m
∫ b

a

dx
dmP(m)

dxm

dn−m

dxn−m
(w(x)sn(x))

= (−1)mP(0)

∫ b

a

dx
dn−m

dxn−m
(w(x)sn(x))

= (−1)mP(0)

∫ b

a

dx
d

dx

dn−m−1

dxn−m−1
(w(x)sn(x))

= (−1)mP(0)
dn−m−1

dxn−m−1
(w(x)sn(x))

∣∣b
a

= 0

よって、直交関係 (4)が求まりました。

　 Cnが n次多項式になることを示します。Cnは n次以下の多項式ですが、n次多項式になっていると仮定して、

xn の項を分離すれば

Cn = q(x;n− 1) + cnx
n

このとき、C2
nwの積分は
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∫ b

a

dxC2
n(x)w(x) =

∫ b

a

dx(q(x;n− 1) + cnx
n)Cnw

=

∫ b

a

dx q(x;n− 1)Cnw + cn

∫ b

a

dx xnCnw

= cn

∫ b

a

dx xnCnw

(4)から 2行目の第 1項は 0です。左辺は C2
nと正の実数 w(x)による積分なので、正の実数です。そうすると、右

辺は一般的に cn ̸= 0が要求されます。よって、n次多項式と仮定したとき、cn ̸= 0なので Cnは n次多項式です。

　また、n次多項式と分かったので、(4)での C(n) 同士の積分は、C(n) = Σckx
k として

hn =

∫ b

a

dxC2
(n)w =

∫ b

a

dx C(n)(c0 + c1x+ · · ·+ cnx
n)w

=

∫ b

a

dx C(n)(p(n−1) + cnx
n)

= cn

∫ b

a

dx C(n)x
nw (8)

と書けます。(3)を入れて、(7)を使えば

hn =
cn
Kn

∫ b

a

dx xn dn

dxn
(w(x)sn(x))

=
cn
Kn

∫ b

a

dx xn d

dx

dn−1

dxn−1
(wsn)

=
cn
Kn

[
xn dn−1

dxn−1
(wsn)

]b
a
− cn

Kn

∫ b

a

dx
dxn

dx

dn−1

dxn−1
(wsn)

= (−1)
cn
Kn

∫ b

a

dx nxn−1 d

dx

dn−2

dxn−2
(wsn)

= (−1)
cn
Kn

([
nxn−1 dn−2

dxn−2
(wsn)

]b
a
−
∫ b

a

dx n(n− 1)xn−2 dn−2

dxn−2
(wsn)

)
= (−1)2

cn
Kn

∫ b

a

dx n(n− 1)xn−2 dn−2

dxn−2
(wsn)

と続いていくので、xn が 1になるまで n回繰り返せば

hn = (−1)n
cnn!

Kn

∫ b

a

dx w(x)sn(x) (9)

となります。

　これで一般化されたロドリゲスの公式が示せました。次に、C(n) の漸化式と微分方程式を求めます。

　 C(n) の漸化式から求めます。C(n) の係数を
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C(n−1) = c
(n−1)
0 + c

(n−1)
1 x+ · · ·+ c

(n−1)
n−1 xn−1 + c(n−1)

n xn

C(n) = c
(n)
0 + c

(n)
1 x+ · · ·+ c

(n)
n−1x

n−1 + c(n)n xn

C(n+1) = c
(n+1)
0 + c

(n+1)
1 x+ · · ·+ c(n+1)

n xn + c
(n+1)
n+1 xn+1

と表記します。ここで

C(n+1) −
c
(n+1)
n+1

c
(n)
n

xC(x)

とすると、n+1の項は消えるので、これは n次以下の多項式となります (xnの係数が同じになる可能性があるた

め n次以下としている)。このことから、k次多項式 C(k) に適当な係数 ak を付けて足していって等しくなるよう

にすれば

C(n+1) −
c′n+1

cn
xC(n) =

n∑
k=0

akC(k) (10)

C(m) と wをかけて積分すると

∫ b

a

dxC(m)C(n+1)w −
c′n+1

cn

∫ b

a

dx xC(m)C(n)w =

n∑
k=0

ak

∫ b

a

dxC(m)C(k)w

直交関係 (4)から、左辺の第 1項はm ≤ nで消え、第 2項は xがいるのでC(m)に対してm ≤ n−2 (m+1 ≤ n−1)

なら消えます。そうすると

n∑
k=0

ak

∫ b

a

dxC(m)C(k)w = 0 (m ≤ n− 2)

k ̸= mなら積分は 0になり、k = mなら積分は 0にならないので、和で生き残るのは k = mのときで

am

∫ b

a

dxC(m)C(m)w = 0

これから、am = 0 (m ≤ n− 2)と分かります。このため

n∑
k=0

akC(k) = a0C(0) + · · ·+ an−2C(n−2) + an−1C(n−1) + anC(n) = an−1C(n−1) + anC(n)

となり、(10)は

11



C(n+1) −
c
(n+1)
n+1

c
(n)
n

xC(n) = an−1C(n−1) + anC(n) (11)

後は an−1 と an が分かればいいです。

　 an−1 を取り出すために、(11)に C(n−1) をかけて積分すると

∫ b

a

dxC(n+1)C(n−1)w −
c
(n+1)
n+1

c
(n)
n

∫ b

a

dx xC(n)C(n−1)w = an−1

∫ b

a

dxC(n−1)C(n−1)w + an

∫ b

a

dxC(n)C(n−1)w

−
c′n+1

cn

∫ b

a

dx xC(n)C(n−1)w = an−1

∫ b

a

dxC(n−1)C(n−1)w (12)

右辺は (8)から hn−1 になり、左辺は

xC(n−1) = x(c
(n−1)
0 + c

(n−1)
1 x+ · · ·+ c

(n−1)
n−1 xn−1)

= c
(n−1)
0 x+ c

(n−1)
1 x2 + · · ·+ c

(n−1)
n−1 xn

= p(n−1) +
c
(n−1)
n−1

c
(n)
n

c(n)n xn

と置き換えれば、p(n−1) は n− 1次多項式なのでこの項は消えて

−
c′n+1

cn

c
(n−1)
n−1

c
(n)
n

c(n)n

∫ b

a

dx C(n)x
nw = −

c′n+1

cn

c
(n−1)
n−1

c
(n)
n

hn

そうすると、(12)から

−
c
(n+1)
n+1

cn

c
(n−1)
n−1

c
(n)
n

hn = an−1hn−1

an−1 = − hn

hn−1

c
(n+1)
n+1 c

(n−1)
n−1

(c
(n)
n )2

として、an−1 が求まります。

　 an は (11)での xn の項を取り出すことで

12



C(n+1) −
c
(n+1)
n+1

cn
xC(n) = an−1C(n−1) + anC(n)

c(n+1)
n xn −

c
(n+1)
n+1

cn
c
(n)
n−1x

n = anc
(n)
n xn

c(n+1)
n −

c
(n+1)
n+1

c
(n)
n

c
(n)
n−1 = anc

(n)
n

an =
c
(n+1)
n

c
(n)
n

−
c
(n+1)
n+1 c

(n)
n−1

(c
(n)
n )2

となります。

　まとめると

An =
c
(n+1)
n+1

c
(n)
n

, Bn = an =
c
(n+1)
n

c
(n)
n

−
c
(n+1)
n+1 c

(n)
n−1

(c
(n)
n )2

, Dn = an−1 = − hn

hn−1

c
(n+1)
n+1 c

(n−1)
n−1

(c
(n)
n )2

として、(11)は

C(n+1) = (Anx+Bn)C(n) +DnC(n−1) (13)

これが C(n) の漸化式です。

　次に C(n) の微分方程式を作ります。(5)は n = m = 1のとき

d

dx
(wsq(x; k − 1)) = ws1−1q(x, k − 1 + 1) = wq(x; k)

となるので、左辺は k次以下の多項式です。そうすると、C(n)の微分は n− 1次多項式なので、適当な係数 λk を

使って

d

dx
(ws

dC(n)

dx
) = −w

n∑
k=1

λkC(k) (14)

と書けます。C(m) をかけて積分すれば

∫ b

a

dxC(m)
d

dx
(ws

dC(n)

dx
) = −w

n∑
k=1

λk

∫ b

a

dxC(m)C(k)w

右辺の積分は k = mのとき hm で、それ以外は 0なので

∫ b

a

dxC(m)
d

dx
(ws

dC(n)

dx
) = −λmhm

13



左辺は

∫ b

a

dxC(m)
d

dx
(ws

dC(n)

dx
) =

∫ b

a

dx
d

dx
(C(m)ws

dC(n)

dx
)− w

∫ b

a

dx ws
dC(m)

dx

dC(n)

dx
)

これの左辺はC(m)はm次多項式で、微分部分はn次多項式なので、m < nなら消えます。右辺第 1項はw(a)s(a) =

w(b)s(b) = 0なので消えます。よって

∫ b

a

dx ws
dC(m)

dx

dC(n)

dx
= 0 (m < n)

となるので、λmhm = 0から λm = 0 (m < n)です。そうすると、(14)で λn だけが消えずに残るので

d

dx
(ws

dC(n)

dx
) = −wλnC(n) (15)

として、C(n) の微分方程式になります。

　残っている λn を求めます。(15)に C(n) をかけて積分すると、

∫ b

a

dxC(n)
d

dx
(ws

dC(n)

dx
) = −λn

∫ b

a

dxwC(n)C(n)

右辺は −λnhn です。左辺は

∫ b

a

dxC(n)
d

dx
(ws

dC(n)

dx
) =

∫ b

a

dxC(n)(
d(ws)

dx

dC(n)

dx
+ ws

d2C(n)

dx2
)

=

∫ b

a

dxC(n)(w
ds

dx

dC(n)

dx
+ s

dw

dx

dC(n)

dx
+ ws

d2C(n)

dx2
)

=

∫ b

a

dxwC(n)(
ds

dx

dC(n)

dx
+

s

w

dw

dx

dC(n)

dx
+ s

d2C(n)

dx2
) (16)

sは 2次以下の多項式なので ds/dxは最大で 1次です。第 2項は、wが多項式で書けたとき最大で xk になってい

るとすれば

s

w

dw

dx
⇒ x2

xk

xk

x
= x

となるので、最大で 1次です。よって、括弧内の第１項と第 2項は C(1) に適当な係数K をくっつけて
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∫ b

a

dxwC(n)(
ds

dx

dC(n)

dx
+

s

w

dw

dx

dC(n)

dx
) =

∫ b

a

dxwC(n)KC(1)

dC(n)

dx

= K

∫ b

a

dxwC(n)C(1)

dC(n)

dx

= K

∫ b

a

dxwC(n)(c
(1)
0 + c

(1)
1 x)

d

dx
(c

(n)
0 + c

(n)
1 x+ · · ·+ c(n)n xn)

= K

∫ b

a

dxwC(n)(c
(1)
0 + c

(1)
1 x)(c

(n)
1 + 2c

(n)
2 x+ · · ·+ nc(n)n xn−1)

= K

∫ b

a

dxwC(n)c
(1)
1 (c

(n)
1 x+ 2c

(n)
2 x2 + · · ·+ nc(n)n xn)

= Kc
(1)
1

∫ b

a

dxwC(n)(c
(n)
1 x+ 2c

(n)
2 x2 + · · ·+ (n− 1)c

(n)
n−1x

n−1 + nc(n)n xn)

= nK
dC(1)

dx
c(n)n

∫ b

a

dxwC(n)x
n

= nK
dC(1)

dx
hn

(16)の第 3項は

∫ b

a

dxC(n)ws
d2C(n)

dx2
=

∫ b

a

dxC(n)ws
d2

dx2
(c

(n)
0 + c

(n)
1 x+ · · ·+ c(n)n xn)

=

∫ b

a

dxC(n)ws
d

dx
(c

(n)
1 + 2c

(n)
2 x+ 3c

(n)
3 x2 + · · ·+ nc(n)n xn−1)

=

∫ b

a

dxwC(n)s(2c
(n)
2 + 6c

(n)
3 x+ · · ·+ n(n− 1)c(n)n xn−2)

=

∫ b

a

dxwC(n)sp(n−2)

sが 1次以下なら xn が作れず 0になります。なので、2次多項式 s = d0 + d1x+ d2x
2 として

∫ b

a

dxwC(n)(d0 + d1x+ d2x
2)p(n−2) = d2

∫ b

a

dxwC(n)x
2p(n−2)

=
1

2

d2s

dx2

∫ b

a

dxwC(n)(2c
(n)
2 x2 + 6c

(n)
3 x3 + · · ·+ n(n− 1)c(n)n xn)

=
1

2
n(n− 1)

d2s

dx2
c(n)n

∫ b

a

dxwC(n)x
n

=
1

2
n(n− 1)

d2s

dx2
hn

sの微分にしているのは 1次以下のとき 0にできるからです。よって、λn は
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nK
dC(1)

dx
hn +

1

2
n(n− 1)

d2s

dx2
hn = − λnhn

λn = − n(K
dC(1)

dx
+

1

2
(n− 1)

d2s

dx2
)

となります。

　微分方程式を使って漸化式 (13)から C(n+1) を消せます。漸化式を微分して、wsをかけてまた微分して、(15)

を入れると

dC(n+1)

dx
= AnC(n) + (Anx+Bn)

dC(n)

dx
+Dn

dC(n−1)

dx

d

dx
(ws

dC(n+1)

dx
) = An

d(ws)

dx
C(n) +Anws

dC(n)

dx
+

d

dx
((Anx+Bn)ws

dC(n)

dx
) +Dn

d

dx
(ws

dC(n−1)

dx
)

= An
d(ws)

dx
C(n) + 2Anws

dC(n)

dx
+ (Anx+Bn)

d

dx
(ws

dC(n)

dx
) +Dn

d

dx
(ws

dC(n−1)

dx
)

−wλn+1C(n+1) = An
d(ws)

dx
C(n) + 2Anws

dC(n)

dx
− EnwλnC(n) −Dnwλn−1C(n−1) (En = Anx+Bn)

左辺にまた漸化式を入れれば

−λn+1(EnC(n) +DnC(n−1)) = An
1

w

d(ws)

dx
C(n) + 2Ans

dC(n)

dx
− EnλnC(n) −Dnλn−1C(n−1)

2Ans
dC(n)

dx
= −An

1

w

d(ws)

dx
C(n) + EnλnC(n) − λn+1EnC(n) +Dnλn−1C(n−1) − λn+1DnC(n−1)

= (−An
1

w

d(ws)

dx
+ En(λn − λn+1))C(n) +Dn(λn−1 − λn+1)C(n−1)

このように、C(n+1) のいない漸化式になります。
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