
ガンマ行列の内積とトレース

ガンマ行列の内積とトレースをまとめています。

　レヴィ・チビタ記号 ϵµναβ は

ϵ0123 = −ϵ0123 = +1

と定義します。偶置換では +1 (ϵ0123 = ϵ0312 = · · · = +1)、奇置換では −1 (ϵ1023 = · · · = −1)です。

ガンマ行列の関係

• γµγν + γνγµ = 2gµν

• γ5 = γ5 = iγ0γ1γ2γ3

• γ0 = γ0

• γi† = γ0γiγ0 = −γi

• γµ† = γ0γµγ0

• γ0 = γ†
0 = (γ0)

−1, γi† = (γi)−1

• (γ5)† = γ5, (γ5)2 = 1, γ5γµ + γµγ5 = 0

• γ5 = − i

4!
ϵµναβγ

µγνγαγβ

内積

• γµγ
µ = 4

• γµγ
αγµ = −2γα

• γµγ
αγβγµ = 4gαβ

• γµγ
αγβγργµ = −2γργβγα

• γµγ
αγβγργλγµ = 2γλγαγβγρ + 2γργβγαγλ

• AµAνγ
µγν = A2

トレース

• tr[γα1γα2 · · · γαn ] = 0 (nは奇数)

• tr[γα1γα2 · · · γα2n ] = tr[γα2n · · · γα2γα1 ]

• tr[γµγν ] = 4gµν

• tr[γµγνγαγβ ] = 4(gµνgαβ + gµβgνα − gµαgνβ)

• tr[γα1γα2 · · · γαn ] = ±4
∑

gαl1
αm1 gαl2

αm2 · · · gαlnαmn (nは偶数)

• trγ5 = 0

• tr[γ5γµγν ] = 0
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• tr[γ5γµγνγαγβ ] = −4iϵµναβ

• AαBβtr[γ
µγαγνγβ ] = 4(AµBν +AνBµ − gµν(A ·B))

• AαBβtr[γ
µ(1− γ5)γαγν(1− γ5)γβ ] = 8(AµBν +AνBµ − gµν(A ·B)− iϵµανβAαBβ)

• AαBβC
ρDλtr[γµγαγνγβ ]tr[γµγργνγλ] = 32((A · C)(B ·D) + (A ·D)(B · C))

• AαBβC
ρDλtr[γµ(1− γ5)γαγν(1− γ5)γβ ]tr[γµ(1− γ5)γργν(1− γ5)γλ] = 256(A · C)(B ·D)

内積とトレースを示していきます。γµγ
µ は

γµγ
µ = gµνγ

µγν = gµν(2g
µν − γνγµ) = 2δµµ − γµγ

µ = 8− γµγ
µ

から、γµγ
µ = 4です。ガンマ行列が間にあるときは

γµγ
αγµ = γµ(2g

αµ − γµγα) = 2γα − 4γα = −2γα

2個では

γµγ
αγβγµ = γµγ

α(2gµβ − γµγβ) = 2γβγα − γµγ
αγµγβ = 2γβγα + 2γαγβ

= 2(2gαβ − γαγα) + 2γαγβ

= 4gαβ

3個では

γµγ
αγβγργµ = γµγ

αγβ(2gρµ − γµγρ) = 2gρµγµγ
αγβ − γµγ

αγβγµγρ

= 2γρ(2gαβ − γβγα)− 4gαβγρ

= − 2γργβγα

4個では

γµγ
αγβγργλγµ = γµγ

αγβγρ(2gλµ − γµγλ) = 2gλµγµγ
αγβγρ − γµγ

αγβγργµγλ

= 2γλγαγβγρ + 2γργβγαγλ

AµAνγ
µγν は

AµAνγ
µγν = AµAν(2g

µν − γνγµ) = 2A2 −AµAνγ
νγµ = 2A2 −AνAµγ

µγν = 2A2 −AµAνγ
µγν

なので、AµAνγ
µγν = A2 です。

　トレースを求めます。
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• tr[γα1γα2 · · · γαn ] = 0 (nは奇数)

　トレースの巡回性から

tr[γα1γα2 · · · γαn ] = tr[γα1γα2 · · · γαnγ5γ5] = tr[γ5γα1γα2 · · · γαnγ5]

γ5 は他のガンマ行列と反交換するので

tr[γα1γα2 · · · γαn ] = (−1)ntr[γα1γα2 · · · γαnγ5γ5] = (−1)ntr[γα1γα2 · · · γαn ]

よって、nが奇数では 0です。

• tr[γα1γα2 · · · γα2n ] = tr[γα2n · · · γα2γα1 ]

　「荷電共役」での変換 C は「T」を転置として C−1γµC = −(γµ)T なので

tr[γα1γα2 · · · γα2n ] = tr[CC−1γα1CC−1γα2CC−1 · · ·CC−1γα2nCC−1]

= tr[C−1γα1CC−1γα2CC−1 · · ·CC−1γα2nC]

= tr[(γα1)T (γα2)T · · · (γα2n)T ]

= tr[(γα2n · · · γα2γα1)T ]

= tr[γα2n · · · γα2γα1 ] (trAT = trA)

• tr[γµγν ] = 4gµν

　巡回性と tr[A+B] = trA+ trB から

tr[γµγν ] =
1

2
(tr[γµγν ] + tr[γνγµ]) =

1

2
(tr[γµγν + γνγµ]) = gµνtr1 = 4gµν

• tr[γµγνγαγβ ] = 4(gµνgαβ + gµβgνα − gµαgνβ)

　 γµ を一番右側に移動させると

γµγνγαγβ = (2gµν − γνγµ)γαγβ = 2gµνγαγβ − γνγµγαγβ

= 2gµνγαγβ − γν(2gµα − γαγµ)γβ

= 2gµνγαγβ − 2gµαγνγβ + γνγαγµγβ

= 2gµνγαγβ − 2gµαγνγβ + γνγα(2gµβ − γβγµ)

= 2gµνγαγβ − 2gµαγνγβ + 2gµβγνγα − γνγαγβγµ
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トレースを取ると

tr[γµγνγαγβ ] = 2gµνtr[γαγβ ]− 2gµαtr[γνγβ ] + 2gµβtr[γνγα]− tr[γνγαγβγµ]

= 8gµνgαβ − 8gµαgνβ + 8gµβgνα − tr[γµγνγαγβ ]

= 4gµνgαβ − 4gµαgνβ + 4gµβgνα

• tr[γα1γα2 · · · γαn ] = ±4
∑

gαl1
αm1 gαl2

αm21 · · · gαlnαmn (nは偶数)

l1 < l2 < · · · < ln, li < mi として和を取り、符号は l1,m1, l2,m2, . . . , ln,mn の並びが偶置換で 1, 2, . . . , n

になるならプラス、奇置換ならマイナスです。

　 n = 4は、計量を gα1α2 = g(12) ガンマ行列を γα1γα2 · · · γαn = α1α2 · · ·αn と書くことにして

tr[α1α2α3α4] = 2g(12)tr[α3α4]− 2g(13)tr[α2α4] + 2g(14)tr[α2α3]− tr[α2α3α4α1]

= g(12)tr[α3α4]− g(13)tr[α2α4] + g(14)tr[α2α3]

= 4g(12)g(34) − 4g(13)g(24) + 4g(14)g(23)

= 4g(12)g(34) − 4g(13)g(24) + 4g(14)g(23)

n = 6では

tr[α1 · · ·α6] = 2g(12)tr[α3α4α5α6]− 2g(13)tr[α2α4α5α6]

+ 2g(14)tr[α2α3α5α6]− 2g(15)tr[α2α3α4α6] + 2g(16)tr[α2α3α4α5]

− tr[α2α3α4α5α6α1]

= g(12)tr[α3α4α5α6]− g(13)tr[α2α4α5α6] + g(14)tr[α2α3α5α6]

− g(15)tr[α2α3α4α6] + g(16)tr[α2α3α4α5]

第１項は

g(12)tr[α3α4α5α6] = g(12)(4g(34)g(56) − 4g(35)g(46) + 4g(36)g(45))

= 4g(12)g(34)g(56) − 4g(12)g(35)g(46) + 4g(12)g(36)g(45)

第 2項は

−g(13)tr[α2α4α5α6] = − g(13)(4g(24)g(56) − 4g(25)g(46) + 4g(26)g(45))

= − 4g(13)g(24)g(56) + 4g(13)g(25)g(46) − 4g(13)g(26)g(45)
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これで法則性が分かります。

　 n = 4のとき、計量の添え字の並びと符号は

+(1, 2)(3, 4) , −(1, 3)(2, 4) , +(1, 4)(2, 3)

これは 1, 2, 3, 4の並びに対して偶置換ならプラス、奇置換ならマイナスです。そして、添え字 (i, j)(k, l)の
iに対して i < j, i < kです。n = 6でも同様で

+ (1, 2)(3, 4)(5, 6) , −(1, 2)(3, 5)(4, 6) , +(1, 2)(3, 6)(4, 5)

− (1, 3)(2, 4)(5, 6) , +(1, 3)(2, 5)(4, 6) , −(1, 3)(2, 6)(4, 6)

というわけで、l1 < l2 < · · · < ln, li < mi として和を取ることで

tr[α1α2 · · ·αn] = ±4
∑

g(αl1αm1)g(αl2αm2) · · · g(αlnαmn)

gαli
αmi を g(αliαmi

)と書いています。符号は l1,m1, l2,m2, . . . , ln,mn の並びが偶置換で 1, 2, . . . , nの並び
になるならプラス、奇置換ならマイナスです。

　ちなみに tr[α1α2 · · ·αn]で出てくる項の数は (2n)!/(2nn!)です。n = 6の計算を見れば分かるように、α1

を一番右まで交換していくとき n− 1個の項が現れ、その各項にいる tr[α1α2 · · ·αn−2]から (n− 2)− 1個の
項が現れ、というように続きます。n = 6では、まず 6− 1 = 5個の項が現れ、各項でさらに現れる 4− 1 = 3

個の項との積を取って、15個です。というわけで、偶数なので tr(α1α2 · · ·α2n)とすれば

(2n− 1)!! =
(2n+ 1)!!

2n+ 1
=

(2n)!

2nn!
((2n)!! = 2n(2n− 2) · · · 2 = 2nn!)

• trγ5 = 0

　巡回性と γ0γ5 = −γ5γ0 から

trγ5 = tr[γ5γ0γ0] = tr[γ0γ5γ0] = −tr[γ5γ0γ0] = −tr[γ5] = 0

• tr[γ5γµγν ] = 0

　 µ = ν では

tr[γ5γµγµ] = tr[γ5γµγµ] = 2gµµtrγ5 = 0

µ ̸= ν では、α ̸= µ, ν として
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tr[γ5γµγν ] = tr[γ5γµγν(γα)−1γα]

= tr[γαγ5γµγν(γα)−1]

= − tr[γ5γαγµγν(γα)−1]

= − tr[γ5(2gαµ − γµγα)γν(γα)−1] (gαµ = 0, α ̸= µ)

= (−1)2tr[γ5γµγαγν(γα)−1]

= (−1)3tr[γ5γµγνγα(γα)−1]

= − tr[γ5γµγν ]

= 0

• tr[γ5γµγνγαγβ ] = −4iϵµνρσ

　 µ = ν とすると

tr[γ5γµγµγαγβ ] = gµµtr[γ5γαγβ ] = 0

µ = αでは

tr[γ5γµγνγµγβ ] = −tr[γ5γµγµγνγβ ] = 0

µ = β では

tr[γ5γµγνγαγµ] = tr[γµγ5γµγνγα] = −tr[γ5γµγµγνγα] = 0

なので、µ, ν, α, βのうち 2個が同じなら 0です。このため、γ0, γ1, γ2, γ3を 1個ずつ含む場合だけが 0では
ないです。よって

tr[γ5γ0γ1γ2γ3] = −itr[γ5γ5] = −4i

ガンマ行列はそれぞれ交換するので、0, 1, 2, 3の並びに対して

tr[γ5γ0γ1γ2γ3] = −4i , tr[γ5γ0γ1γ3γ2] = +4i , tr[γ5γ0γ2γ1γ3] = +4i , . . .

入れ替えで符号が反転し、2個同じなら消えることはレヴィ・チビタ記号 ϵµναβ に対応するので
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tr[γ5γµγνγαγβ ] = −4iϵµναβ

添え字が下付きのときは、γ0 = γ0, γi = (γi)† = −γi から

tr[γ5γ0γ1γ2γ3] = −tr[γ5γ0γ1γ2γ3]

なので

tr[γ5γµγνγαγβ ] = +4iϵµναβ = −4iϵµναβ

このため、内積の表記

aµaνaαaβtr[γ
5γµγνγαγβ ] = aµaνaαaβtr[γ5γµγνγαγβ ]

に対して

AµBνCαDβtr[γ
5γµγνγαγβ ] = −4iϵµναβAµBνCαDβ

AµBνCαDβtr[γ5γµγνγαγβ ] = −4iϵµναβA
µBνCαDβ

　ベクトルとの内積を取った形で知っておくと便利なものとして

• AαBβtr[γ
µγαγνγβ ] = 4(AµBν +AνBµ − gµν(A ·B))

　 tr[γµγαγνγβ ]を使って

AαBβtr[γ
µγαγνγβ ] = 4AαBβ(g

µαgνβ + gµβgαν − gµνgαβ)

= 4(AµBν +AνBµ − gµν(A ·B))

• AαBβtr[γ
µ(1− γ5)γαγν(1− γ5)γβ ] = 8((AµBν +AνBµ − gµν(A ·B))− iϵµανβAαBβ)

　 γ5 はガンマ行列と反交換するので

tr[γµ(1− γ5)γαγν(1− γ5)γβ ] = tr[γµγαγν(1− γ5)(1− γ5)γβ ]

= 2tr[γµγαγν(1− γ5)γβ ]

= 2tr[γµγαγνγβ ] + 2tr[γ5γµγαγνγβ ]

= 8(gµνgαβ + gµβgνα − gµαgνβ)− 8iϵµανβ
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内積を取れば

AαBβtr[γ
µ(1− γ5)γαγν(1− γ5)γβ ] = 8(AµBν +AνBµ − gµν(A ·B))− 8iϵµανβAαBβ

• AαBβC
ρDλtr[γµγαγνγβ ]tr[γµγργνγλ] = 32((A · C)(B ·D) + (A ·D)(B · C))

AαBβC
ρDλtr[γµγαγνγβ ]tr[γµγργνγλ]

= 16(AµBν +AνBµ − gµν(A ·B))(CµDν + CνDµ − gµν(C ·D))

= 16
(
(A · C)(B ·D) + (A ·D)(B · C)− (A ·B)(C ·D)

+ (A ·D)(B · C) + (A · C)(B ·D)− (A ·B)(C ·D)

− (A ·B)(C ·D)− (A ·B)(C ·D) + 4(A ·B)(C ·D)
)

= 32((A · C)(B ·D) + (A ·D)(B · C))

• AαBβC
ρDλtr[γµ(1− γ5)γαγν(1− γ5)γβ ]tr[γµ(1− γ5)γργν(1− γ5)γλ] = 256(A · C)(B ·D)

AαBβC
ρDλtr[γµ(1− γ5)γαγν(1− γ5)γβ ]tr[γµ(1− γ5)γργν(1− γ5)γλ]

= 64(AµBν +AνBµ − gµν(A ·B)− iϵµανβAαBβ)

× (CµDν + CνDµ − gµν(C ·D)− iϵµρνλC
ρDλ)

= 64
(
(A · C)(B ·D) + (A ·D)(B · C)− (A ·B)(C ·D)− iϵµρνλA

µBνCρDλ

+ (A ·D)(B · C) + (A · C)(B ·D)− (A ·B)(C ·D)− iϵµρνλA
νBµCρDλ

− (A ·B)(C ·D)− (A ·B)(C ·D) + 4(A ·B)(C ·D) + iϵµρνλg
µν(A ·B)CρDλ

− iϵµανβAαBβCµDν − iϵµανβAαBβCνDµ + iϵµανβAαBβgµν(C ·D)

− ϵµανβϵµρνλAαBβC
ρDλ

)
= 64(2(A · C)(B ·D) + 2(A ·D)(B · C)

− iϵµρνλA
µBνCρDλ − iϵµρνλA

νBµCρDλ

− iϵµανβAαBβCµDν − iϵµανβAαBβCνDµ + iϵµανβgµνAαBβ(C ·D)

− ϵµανβϵµρνλAαBβC
ρDλ)

gµν は µ = ν のときに ±1なので ϵµρνλg
µν は 0です。レヴィ・チビタ記号を 1個含む項は

ϵµρνλA
µBνCρDλ + ϵµρνλA

νBµCρDλ + ϵµανβAαBβCµDν + ϵµανβAαBβCνDµ

= − ϵµνρλA
µBνCρDλ + ϵνµρλA

νBµCρDλ − ϵαβµνAαBβCµDν + ϵαβνµAαBβCνDµ

= 0
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最後に示しているように

ϵµανβϵµρνλ = ϵαβµνϵρλµν = 2(δαλ δ
β
ρ − δαρ δ

β
λ) (1)

から、レヴィ・チビタ記号を 2個含む項は

AαBβC
ρDλ(δαλ δ

β
ρ − δαρ δ

β
λ) = AλBρC

ρDλ −AρBλC
ρDλ = (A ·D)(B · C)− (A · C)(B ·D)

よって

64(2(A · C)(B ·D) + 2(A ·D)(B · C)− ϵµανβϵµρνλAαBβC
ρDλ)

= 64(2(A · C)(B ·D) + 2(A ·D)(B · C)− 2(A ·D)(B · C) + 2(A · C)(B ·D))

= 256(A · C)(B ·D)

　最後に (1)を示します。ϵµναβϵρλαβ は

ϵµναβϵρλαβ = ϵµν01ϵρλ01 + · · ·+ ϵµν10ϵρλ10 + · · ·+ ϵµν20ϵρλ20 + · · ·

このとき 0にならないのは

ϵµν01ϵρλ01 ⇒ ϵ2301ϵ2301 , ϵ2301ϵ3201

のように、µ = ρ, ν = λか µ = λ, ν = ρのどちらかだけです。そして、α, β は µ, ν と同じでは 0になるので、
µ = ρ, ν = λでは、ϵ0123ϵ0123 = ϵ0132ϵ0132 = · · · = −1から

ϵabcdϵabcd + ϵabdcϵabdc = −2

例えば、µ = 1, ν = 2なら

ϵ12αβϵ12αβ = ϵ1203ϵ1203 + ϵ1230ϵ1230 = −2

となるからです。µ = λ, ν = ρでは符号が反転し

ϵabcdϵbacd + ϵabdcϵbadc = +2

よって、クロネッカーデルタで µ = ρ, ν = λと µ = λ, ν = ρで分けて

ϵµναβϵρλαβ = 2(δµλδ
ν
ρ − δµρ δ

ν
λ)
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