
光円錐ゲージでの開弦の量子化

光円錐ゲージを使った開弦の量子化を行います。交換関係の設定までを見ていきます。前半は古典論での話をして
います。
ゲージ固定に関する背景には触れていません。

　古典論での粒子の記述を弦に置き換えていたように、粒子の量子化をそのまま弦に使います。なので、量子力
学での正準量子化を弦に当てはめてやります。そのために、古典的な状況をまとめておきます。
　Xµ の共役な量は

P τ
µ =

∂L
∂Ẋµ

(Ẋµ =
∂

∂τ
Xµ)

Pσ
µ =

∂L
∂X ′µ (Xµ′ =

∂

∂σ
Xµ)

τ を時間と見なして P τ
µ を正準共役な量だとします。ラグランジアンは扱い易いのでポリヤコフ作用として

L = −1

2
T0

√
−ggij∂iX

µ∂jX
νηµν

共形ゲージ

gij = gij =

(
−1 0
0 1

)

を取った

L = −1

2
T0(−Ẋ2 +X ′2)

この形を使います。このときの正準共役量 Πµ = P τ
µ は

Πµ = P τ
µ =

∂L
∂Ẋµ

= T0Ẋµ (1)

ここから Pσ
µ は出てこないので、Πµ = P τ

µ としていきます。これを使ってラグランジアンを書き換えると

L = T0Ẋ
2 − 1

2
T0(Ẋ

2 +X ′2) = Π · Ẋ − 1

2T0
(Π2 + T 2

0X
′2)

これからハミルトニアンは

H = Π · Ẋ − L =
1

2T0
(Π2 + T 2

0X
′2)

ハミルトニアンと言ってきましたが、正確にはハミルトニアン密度なのでハミルトニアンは σ積分して

H =

∫ π

0

dσH =
1

2T0

∫ π

0

dσ(Π2 + T 2
0X

′2)

1



開弦なので σの範囲は 0 ∼ πとします。
　正準形式を作るためにポアソン括弧を計算します。同じ τ での正準共役なXµ と Πµ によるポアソン括弧は

{Xµ(τ, σ), Xν(τ, σ1)}PB =

∫ π

0

dσ2

( ∂Xµ(σ)

∂Xα(σ2)

∂Xν(σ1)

∂Πα(σ2)
− ∂Xµ(σ)

∂Πα(σ2)

∂Xν(σ1)

∂Xα(σ2)

)
= 0

{Πµ(τ, σ),Πν(τ, σ1)}PB =

∫ π

0

dσ2

( ∂Πµ(σ)

∂Xα(σ2)

∂Πν(σ1)

∂Πα(σ2)
− ∂Πµ(σ)

∂Πα(σ2)

∂Πν(σ1)

∂Xα(σ2)

)
= 0

{Xµ(τ, σ),Πν(τ, σ1)}PB =

∫ π

0

dσ2

( ∂Xµ(σ)

∂Xα(σ2)

∂Πν(σ1)

∂Πα(σ2)
− ∂Xµ(σ)

∂Πα(σ2)

∂Πν(σ1)

∂Xα(σ2)

)
= ηµνδ(σ − σ1)

τ は同じなのでポアソン括弧内で τ を省いて書いています。Xµ とハミルトニアンH でのポアソン括弧は

{Xµ(τ, σ),H}PB =
1

2T0

∫ π

0

dσ1dσ2

( ∂Xµ(σ)

∂Xα(σ1)

∂H(σ2)

∂Πα(σ1)
− ∂Xµ(σ)

∂Πα(σ1)

∂H(σ2)

∂Xα(σ1)

)
=

1

2T0

∫ π

0

dσ2(2Πµδ(σ2 − σ))

=
1

T0
Πµ

= Ẋµ

となってポアソン括弧による正準方程式になります。Πµ とでも同様で、自由端条件

∂Xµ

∂σ
|σ=0 =

∂Xµ

∂σ
|σ=π = 0

を使うと

Π̇µ = {Πµ(τ, σ),H}PB =
1

2T0

∫ π

0

dσ1dσ2

( ∂Πµ(σ)

∂Xα(σ1)

∂H(σ2)

∂Πα(σ1)
− ∂Πµ(σ)

∂Πα(σ1)

∂H(σ2)

∂Xα(σ1)

)
= − T0

2

∂

∂Xµ(σ)

∫ π

0

dσ2
∂Xα(σ2)

∂σ2

∂Xα(σ2)

∂σ2

= − T0

2

∫ π

0

dσ2

(
(

∂

∂σ2

∂Xα(σ2)

∂Xµ(σ)
)
∂Xα(σ2)

∂σ2
+

∂Xα(σ2)

∂σ2

∂

∂σ2

∂Xα(σ2)

∂Xµ(σ)

)
= − T0

2

∫ π

0

dσ2

(
(

∂

∂σ2
δ(σ2 − σ))

∂Xµ(σ2)

∂σ2
+

∂Xµ(σ2)

∂σ2

∂

∂σ2
δ(σ2 − σ)

)
= T0

∫ π

0

dσ2δ(σ2 − σ)
∂

∂σ2

∂Xµ(σ2)

∂σ2

= T0
∂

∂σ

∂Xµ(σ)

∂σ

これらのXµ と Πµ の正準方程式から
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T0
∂

∂τ
Ẋµ − Π̇µ = 0

∂2Xµ

∂τ2
− ∂2Xµ

∂σ2
= 0

が出てきます。
　古典的なポアソン括弧が通常通りなのが分かったので、何も考えなければXµとΠµを演算子化してポアソン括
弧を交換関係に置き換えて終了です。しかし、ゲージ場と同じように拘束系であるので、ゲージ固定を考慮しな
ければいけません。ここでは、ゲージ固定を完全にするために光円錐座標に持っていって、光円錐ゲージで量子
化の手続きをします。光円錐ゲージの良い所は、ゲージ自由度があるときの量子化に付随するゴーストが出てこ
ない点です。このため、拘束系での事情を後回しにして話を進められます。欠点は見ていけば分かりますが、ロー
レンツ不変性が明確に保たれている形になっていない点です。
　量子化する前に光円錐座標での正準形式を見ておきます。D = d+ 1次元光円錐座標

Xµ = (X+, X−, X2, . . . , Xd)

X+ =
X0 +X1

√
2

, X+ =
X0 −X1

√
2

を使い、X2, . . . , Xd はXI (I = 2, 3, . . . , d)とし、計量は

ηµν =


0 −1 0 0 · · ·
−1 0 0 0 · · ·
0 0 1 0 · · ·
0 0 0 1 · · ·
...

...
...

...
. . .



添え字の上げ下げは

a+ = −a− , a− = −a+ , aI = aI

そして、光円錐ゲージを取るのでX+ と p+ はパラメータの条件によって

X+ = 2α′p+τ

p+σ = π

∫ σ

0

dσ′Π+(τ, σ′)

拘束条件は

4α′p+Ẋ− = (ẊI)2 + (XI′)2

2α′p+X−′ = ẊI ·XI′

　これらを使ってポルヤコフ作用のラグランジアンとハミルトニアンを光円錐座標にします。ラグランジアンは
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L = − 1

2
T0

(
− Ẋ2 +X ′2)

= − 1

2
T0

(
− ηµν

∂Xµ

∂τ

∂Xν

∂τ
+ ηµν

∂Xµ

∂σ

∂Xν

∂σ

)
= − 1

2
T0

(
− 2η+−

∂X+

∂τ

∂X−

∂τ
+ ηIJ

∂XI

∂τ

∂XJ

∂τ
+ ηµν

∂Xµ

∂σ

∂Xν

∂σ

)
= − 1

2
T0

(
− 2η+−

∂X+

∂τ

∂X−

∂τ
− ηIJ

∂XI

∂τ

∂XJ

∂τ
+ 2η+−

∂X+

∂σ

∂X−

∂σ
+ ηIJ

∂XI

∂σ

∂XJ

∂σ

)
= − T0(Ẋ

+Ẋ− −X+′X−′) +
1

2
T0

(∂XI

∂τ

∂XI

∂τ
− ∂XI

∂σ

∂XI

∂σ

)

I 成分の内積は

ηIJA
IAJ = AIAI = (AI)2

のように書いています。パラメータの条件によるX+′ = 0から

L = − T0Ẋ
+Ẋ− +

1

2
T0

(
ẊIẊI −XI′XI′)

= − 2α′T0p
+Ẋ− +

1

2
T0

(
ẊIẊI −XI′XI′)

= − 1

π
p+Ẋ− +

1

2
T0

(
ẊIẊI −XI′XI′)

=
1

π
p−Ẋ

− +
1

2
T0

(
ẊIẊI −XI′XI′) (2)

X− とXI の正準共役量は

Π− =
∂L
∂Ẋ−

=
1

π
p− = − 1

π
p+

ΠI = ΠI =
∂L
∂ẊI

= T0Ẋ
I

これからラグランジアンの変数は Ẋ−, ẊI , XI′ です。正準共役量とラグランジアンからハミルトニアンは
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H = Π−Ẋ
− +ΠIẊI − L

= − 1

π
p+Ẋ− +ΠIẊI +

1

π
p+Ẋ− − 1

2
T0(Ẋ

IẊI −XI′XI′)

= ΠIẊI − 1

2
T0(Ẋ

IẊI −XI′X ′I)

=
1

T0
ΠIΠI − 1

2
T0(

1

T 2
0

ΠIΠI −XI′XI′)

=
1

2

1

T0
ΠIΠI +

1

2
T0X

I′XI′

= πα′ΠIΠI +
1

4πα′X
I′XI′ (T0 =

1

2πα′ ) (3)

と求まります。また、これの三行目を

H = ΠIẊI − 1

2
T0(

∂XI

∂τ

∂XJ

∂τ
− ∂XI

∂σ

∂XJ

∂σ
) = ΠIẊI − L(ẊI , XI′)

となっていると見ることで、ラグランジアンを

L =
1

2
T0(

∂XI

∂τ

∂XJ

∂τ
− ∂XI

∂σ

∂XJ

∂σ
)

とすることもできます。
　この話からX−, XI , p+,ΠI が独立変数であることが分かりますが、もう少し制限できます。そのために、運動
方程式と拘束条件を見ます。Ẋ− は拘束条件から

Ẋ− =
1

4α′p+
((ẊI)2 + (XI′)2)

Π− はラグランジアン (2)から

Π− =
∂L
∂Ẋ−

= −T0
∂

∂Ẋ−
(Ẋ+Ẋ−) = −T0

∂

∂Ẋ−
(η+−Ẋ−Ẋ

−) =
1

2πα′ Ẋ
−

となっているので、

Π− =
1

2πα′ Ẋ
− =

1

2πα′
1

4α′p+
((ẊI)2 + (XI′)2)

=
1

2πα′
1

4α′p+
((2πα′)2(ΠI)2 + (XI′)2)

=
π

2p+
((ΠI)2 +

1

(2πα′)2
(XI′)2)

これから、Π−は p+,ΠI , XI によって決まることが直接分かります。X−は運動方程式の解を見てみると (「弦の
ゲージ固定」での F0 を x0 にしてます )
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X− = x−
0 +

√
2α′α−

0 τ + i
√
2α′

∑
n ̸=0

1

n
α−
n e

−inτ cos(nσ)

α−
0 は

α−
0 = p− = π

∫ π

0

dσΠ−

なので、Π−が p+,ΠI , XI によって決まることから、X−は x−
0 を与えれば決まります。というわけで、独立変数

は x−
0 , p

+,ΠI , XI となります。そうするとポアソン括弧は

{XI(τ, σ),ΠJ(τ, σ′)}PB =

∫ π

0

dσ1

( ∂XI(σ)

∂XA(σ1)

∂ΠJ(σ′)

∂ΠA(σ1)
− ∂XI(σ)

∂ΠA(σ1)

∂ΠJ(σ′)

∂XA(σ1)

)
= ηIJδ(σ − σ′)

{XI(τ, σ), XJ (τ, σ′)}PB = {ΠI(τ, σ),ΠJ (τ, σ′)}PB = 0

{x−
0 , p

+}PB = −{x−
0 , p−}PB = −

(∂x−
0

∂x−
0

∂p−
∂p−

− ∂x−
0

∂p−

∂p−

∂x−
0

)
= −1

となっています。X− の正準共役量は p− なので、x−
0 と p− でポアソン括弧を作っています。

　というわけで、x−
0 , X

I , p+,ΠI を独立変数とし、これらを演算子化して、ポアソン括弧を交換関係にします。こ
れ以降 x−

0 , X
I , p+,ΠI は演算子です。τ が同じときの交換関係 (同時刻交換関係)を

[x−
0 , p

+] = iη+− = −i

[XI(τ, σ),ΠJ (τ, σ′)] = iηIJδ(σ − σ′)

[x−
0 , X

I(τ, σ′)] = [x−
0 ,Π

I(τ, σ′)] = [p+, XI(τ, σ′)] = [p+,ΠI(τ, σ′)] = 0

[XI(τ, σ), XJ(τ, σ′)] = [ΠI(τ, σ),ΠJ(τ, σ′)] = 0

と設定します (下の補足で共変な形を載せています)。場の概念なんか導入していないので第一量子化です。ここ
から交換関係は τ が同じだとして、省いて書きます。例えば、[XI(τ, σ), XJ(τ, σ′)] ⇒ [XI(σ), XJ(σ′)]。
　 x−

0 と p+から τ と σの依存性を外している理由を説明します。古典的には x−
0 は積分定数なので依存性を持た

ないと考えられますが、シュレーディンガー表示とハイゼンベルグ表示を考えると、演算子として x−
0 (τ = 0)か

ら x−
0 (τ)に発展していく可能性があります。p+は古典的に σに依存していないですが、同様に τ には依存してい

る可能性があります。なので、実際に τ に依存していないのを見ればいいです。これはハイゼンベルグ方程式

dO

dt
= −i[O,H]

から、ハミルトニアンと交換するかどうかが分かれば良いです。(3)を演算子化したものと x−
0 と p+ を交換関係

を使ってハミルトニアンと交換させれば、明らかに交換することが分かります。なので、x−
0 と p+ は τ に依存し

ていません。これで量子化の手続きは終わりです。後はヒルベルト空間にどのように作用しているかということ
になります。
　今度は交換関係から、XI の展開係数 xI

0, α
I
n に対する交換関係を出します。XI

µ の解は

XI(τ, σ) = xI
0 +

√
2α′αI

0τ + i
√
2α′

∑
n ̸=0

1

n
αI
ne

−inτ cos(nσ)

このときXI は拘束条件から
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ẊI ±XI′ =
√
2α′

∑
n

αI
ne

−in(τ±σ)

これの右辺に展開係数がいるので、これを使って交換関係を作ります。σ は 0 ∼ π の範囲にしていますが、これ
の右辺はXµ は σに対して 2πの周期があることを反映して

exp[−in(τ ± σ)] = exp[−in(τ ± (σ + 2π))]

となっています。なので、σの範囲を 2π取れるように σ = −π ∼ πに広げます。そうすると、σ = 0 ∼ πのとき
をプラス符号に選び

ẊI(τ, σ) +XI′(τ, σ) =
√
2α′

∑
n

αI
ne

−in(τ+σ) (4)

としたなら、σ = 0 ∼ −πではマイナス符号を選ぶことで

ẊI(τ,−σ)−XI′(τ,−σ) =
√
2α′

∑
n

αI
ne

−in(τ−(−σ)) =
√
2α′

∑
n

αI
ne

−in(τ+σ) (5)

となるので、右辺の符号が揃います。σをマイナスの範囲で取れるようにしていますが、XI(τ,−σ)としているの
で、XI での σは 0 ∼ πのままです。これらから

[ẊI(σ) +XI′(σ), ẊJ(σ′) +XJ′(σ′)]

を計算すれば展開係数 αI
n の交換関係が作れそうです。

　 Ẋµは古典的には Πµに関係しているので、量子論でも関係しているのは予想できます。実際にどうなっている
のかはハイゼンベルグ方程式からわかって

ẊI(τ, σ) = − i[XI , H]

= − i[XI(σ),

∫
dσ(πα′(ΠJ (σ′))2 +

1

4πα′ (X
J′(σ′))2)]

= − iπα′
∫

dσ′[XI(σ), (ΠJ (σ′))2]

= − iπα′
∫

dσ′(ΠJ (σ′)[XI(σ),ΠJ (σ′)] + [XI(σ),ΠJ(σ′)]ΠJ(σ′))

= − i2πα′
∫

dσ′ iηIJΠJ (τ, σ′)δ(σ − σ′)

= 2πα′ΠI(τ, σ)

二行目から三行目にいくときには

[XI(σ),
∂

∂σ′X
I(σ′)] =

∂

∂σ′ [X
I(σ), XI(σ′)] = 0

最後の行へは、計量 ηIJ はクロネッカーデルタ δIJ なので、ηIJΠJ = ΠI となります。このように

ẊI(τ, σ) = 2πα′ΠI(τ, σ)
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となっているので、XI と ẊI の交換関係は

[XI(σ), ẊJ(σ′)] = 2πα′[X(σ),ΠI(σ′)] = 2iπα′ηIJδ(σ − σ′)

これを σで微分すれば

∂

∂σ
[XI(σ), ẊJ (σ′)] = [

∂

∂σ
XI(σ), ẊJ (σ′)] = [XI′(σ), ẊJ (σ′)] = 2iπα′ηIJ

∂

∂σ
δ(σ − σ′) (6)

この結果から

[ẊI(σ) +XI′(σ), ẊJ(σ′) +XJ′(σ′)]

を計算できます。この交換関係は分解すると

[ẊI(σ)±XI′(σ), ẊJ(σ′)±XJ′(σ′)]

= [ẊI(σ), ẊJ(σ′)]± [X ′I(σ), ẊJ (σ′)]± [ẊI(σ), X ′J(σ′)] + [X ′I(σ), X ′J(σ′)]

= ± [XI′(σ), ẊJ (σ′)]± [ẊI(σ), XJ′(σ′)]

([a± b, c± d] = [a, c]± [b, c]± [a, d] + [b, d])

XI の交換関係で消しています。これの第二項は

[ẊI(σ), XJ′(σ′)] = −[XJ′(σ′), ẊI(σ)] = − ∂

∂σ′ [X
J(σ′), ẊI(σ)]

= − 2iπα′ηIJ
∂

∂σ′ δ(σ − σ′)

= 2iπα′ηIJ
∂

∂σ
δ(σ − σ′)

δ(−x) = δ(x)と

∂

∂x
δ(x− x′) =

∂X

∂x

∂

∂X
δ(X) =

∂

∂X
δ(X)

∂

∂x′ δ(x− x′) =
∂X

∂x′
∂

∂X
δ(X) = − ∂

∂X
δ(X) = − ∂

∂x
δ(x− x′)

を使っています。よって

[ẊI(σ)±XI′(σ), ẊJ(σ′)±XJ′(σ′)] = ± ([XI′(σ), ẊJ (σ′)] + [ẊI(σ), XJ′(σ′)])

= ± 4iπα′ηIJ
∂

∂σ
δ(σ − σ′) (7)
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符号をそろえなければ当然

[ẊI(σ)±XI′(σ), ẊJ (σ′)∓XJ′(σ′)] = 0 (8)

この結果 (7)と (4)による

[ẊI(σ) +XI′(σ), ẊJ(σ′) +XJ′(σ′)] = 2α′
∑
m,n

[αI
m, αJ

n]e
−im(τ+σ)e−in(τ+σ′)

を合わせる事で

2α′
∑
m,n

[αI
m, αJ

n]e
−im(τ+σ)e−in(τ+σ′) = 4iπα′ηIJ

∂

∂σ
δ(σ − σ′)

∑
m,n

[αI
m, αJ

n]e
−im(τ+σ)e−in(τ+σ′) = 2iπηIJ

∂

∂σ
δ(σ − σ′) (9)

今は σ の範囲を −π ∼ π にとっているので、σ の符号でどうなっているのかも確かめます。これは両方とも
σ, σ′ == 0 ∼ πのときには明らかに成立しています。σ = 0 ∼ π, σ′ = −π ∼ 0では (5)から

[ẊI(σ) +XI′(σ), ẊJ (−σ′)−XJ′(−σ′)] = 2α′
∑
m,n

[αI
m, αJ

n]e
−im(τ+σ)e−in(τ+σ′)

左辺は σ′が−σ′になっていますが、結果は変わりません。なので、左辺は (8)と同じで 0です。つまり、σ = 0 ∼
π, σ′ = −π ∼ 0のように σと σ′ が別の符号になっている場合では

∑
m,n

[αI
m, αJ

n]e
−im(τ+σ)e−in(τ+σ′) = 0

となる必要があって、これはデルタ関数において σ = σ′ が作れないということで (9)で成立しています。両方と
もマイナスのときでは

[ẊI(−σ)−XI′(−σ), ẊJ(−σ′)−XJ′(−σ′)] = 2α′
∑
m,n

[αI
m, αJ

n]e
−im(τ+σ)e−in(τ+σ′)

これの左辺は

[ẊI(−σ)−XI′(−σ), ẊJ (−σ′)−XJ′(−σ′)] = − 4iπα′ηIJ
∂

∂(−σ)
δ(−σ + σ′)

= 4iπα′ηIJ
∂

∂σ
δ(σ − σ′)

となるので、(9)になります。というわけで、σの取り方に問題なく交換関係 (9)は成立しています。
　この交換関係には和の計算やデルタ関数の微分なんかがいて気持ち悪いので消します。デルタ関数を消すには、
σ積分をすればよさそうなので

∫ π

−π

dσdσ′
∑
m,n

[αI
m, αJ

n]e
−im(τ+σ)e−in(τ+σ′) = 2iπηIJ

∫ π

−π

dσdσ′ ∂

∂σ
δ(σ − σ′)

9



この形から、左辺に eim1σein1σ
′
をくっつけてから積分すると

∫ π

−π

dσdσ′
∑
m,n

[αI
m, αJ

n]e
−i(m+n)τe−imσe−inσ′

eim1σein1σ
′

=
∑
m,n

[αI
m, αJ

n]e
−i(m+n)τ

∫ π

−π

dσei(m1−m)σ

∫ π

−π

dσ′ei(n1−n)σ′

=
∑
m,n

[αI
m, αJ

n]e
−i(m+n)τ

∫ 2π

0

dσei(m1−m)σ

∫ 2π

0

dσ′ei(n1−n)σ′

= (2π)2
∑
m,n

[αI
m, αJ

n]e
−i(m+n)τδmm1δnn1

= (2π)2[αI
m1

, αJ
n1
]e−i(m1+n1)τ

とできます (σ = ξ − π, σ′ = ξ′ − πにしても積分は変わらない)。三行目から四行目へはクロネッカーデルタの積
分での定義を使っているだけです。同じようにすると右辺は

∫ π

−π

dσdσ′eim1σein1σ
′ ∂

∂σ
δ(σ − σ′) =

∫ 2π

0

dσ′ein1σ
′
∫ 2π

0

dσeim1σ
∂

∂σ
δ(σ − σ′)

= −
∫ 2π

0

dσ′ein1σ
′ ∂

∂σ′ e
im1σ

′

= − im1

∫ 2π

0

dσei(m1+n1)σ

= − im12πδm1+n1,0

2行目へはデルタ関数の性質

∫
dxf(x)

∂

∂x
δ(x) = −

∫
dx

∂f

∂x
δ(x)

もしくは

δ(x) =
1

2π

∞∑
n=−∞

e−inx

から

∂

∂x
δ(x) =

−i

2π

∞∑
n=−∞

ne−inx

となることを使えばいいです。δm1+n1,0 はm1 + n1 = 0のとき 1になることを表しています。よって

(2π)2[αI
m, αJ

n]e
−i(m+n)τ = (2π)2mηIJδm+n,0

[αI
m, αJ

n] = mηIJδm+n,0 (m = −n) (10)

10



最後へは右辺がm+ n = 0のときに値を持つことから expを 1にしています。
　 αn は xI

0 以外を含んでいるので、残っているのは xI
0 です。XI を σ積分すると

∫ π

0

dσXI(τ, σ) =

∫ π

0

dσ
(
xI
0 +

√
2α′αI

0τ + i
√
2α′

∑
n ̸=0

1

n
αI
ne

−inτ cos(nσ)
)

= πxI
0 + π

√
2α′αI

0τ

となるので、(6)は

∫ π

0

dσ[XI(σ), ẊJ (σ′)] = 2iπα′ηIJ
∫ π

0

dσδ(σ − σ′)

π[xI
0 +

√
2α′αI

0τ, Ẋ
J (σ′)] = 2iπα′ηIJ

[xI
0 +

√
2α′αI

0τ, Ẋ
J (σ′)] = 2iα′ηIJ

ẊI は

ẊI =
√
2α′αI

0 +
√
2α′

∑
n̸=0

αI
ne

−inτ cos(nσ)

=
√
2α′

∑
n

αI
ne

−inτ cos(nσ)

なので、交換関係 (10)から αI
0 と ẊI は交換するので

[xI
0 +

√
2α′αI

0τ, Ẋ
J(σ)] =

√
2α′

∑
n

[xI
0, α

J
n]e

−inτ cos(nσ)

=
√
2α′

(
[xI

0, α
J
0 ] +

∞∑
n=1

[xI
0, α

J
ne

−inτ + αJ
−ne

inτ ] cos(nσ)
)

(cos θ = cos(−θ))

σと σ′ で区別する必要がなくなっているので σにしています。これから

√
2α′([xI

0, α
J
0 ] +

∑
n=1

[xI
0, α

J
ne

−inτ + αJ
−ne

inτ ] cos(nσ) = 2iα′ηIJ

ここでも 0 ∼ πの範囲で σ積分すると

√
2α′[xI

0, α
J
0 ] = 2iα′ηIJ

[xI
0, α

J
0 ] = i

√
2α′ηIJ

今度は cosnσをくっつけて積分すると

11



√
2α′

∫ π

0

dσ cos(mσ)
(
[xI

0, α
J
0 ] +

∑
n=1

[xI
0, α

J
ne

−inτ + αJ
−ne

inτ ] cos(nσ)
)
= 2iα′ηIJ

∫ π

0

dσ cos(mσ)

∑
n=1

[xI
0, α

J
ne

−inτ + αJ
−ne

inτ ]

∫ π

0

dσ cos(mσ) cos(nσ) = 0

∑
n=1

[xI
0, α

J
ne

−inτ + αJ
−ne

inτ ] = 0

∑
n=1

[xI
0, α

J
ne

−inτ ] = −
∑
n=1

[xI
0, α

J
−ne

inτ ]

[xI
0, α

J
n]e

−inτ = − [xI
0, α

J
−n]e

inτ

三行目へは、m ̸= nでは積分は 0ですが、m = nでは値を持つからです。同じ τ を使った交換関係を作りたいの
で、これが成立するためには交換関係部分が 0になっている必要があります。よって

[xI
0, α

I
n] = 0 (n ̸= 0)

ということになります。というわけで、展開係数の交換関係は

[αI
m, αJ

n] = mηIJδm+n,0

[xI
0, α

J
0 ] = i

√
2α′ηIJ

[xI
0, α

J
n] = 0 (n ̸= 0)

また、αI
0 =

√
2α′pI を使えば

[xI
0, p

J ] = iηIJ

と書けます。これは量子力学での位置と運動量の交換関係と同じ形になっているので

(xI
0)

† = xI
0 , (pI)† = pI

のようにエルミートになっています。pI がエルミートなので αI
0 もエルミートです。

　この結果と通常の量子論のことを考えると αI
mは生成、消滅演算子にでもなってそうです。エルミート共役の形

で書くために αI
n を aIn に戻します。αI

n と aIn は「弦のゲージ固定」で定義したように

αµ
n = aµn

√
n , αµ

−n = aµ∗n
√
n (n ≥ 1)

これを演算子として

αI
n = aIn

√
n , αI

−n = (aIn)
†√n (n ≥ 1)

演算子なので複素共役をエルミート共役にしています。これを交換関係に入れると

√
mn[aIm, aJn] = mηIJδm+n,0
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m,n ≥ 1で与えられている an ではm = −nを作れないので、m+ n = 0とはできなく

[aIm, aJn] = [(aIm)†, (aJn)
†] = 0

エルミート共役をとったものでは

[αI
m, αJ

−n] = mηIJδm−n,0

[aIm, (aJn)
†] =

m√
mn

ηIJδmn

[aIm, (aJn)
†] = ηIJδmn

途中で δm−n,0 = δmn と書き換えて、最後に m = n のときに消えないことから
√
mn = m としています。と

いうわけで、aIn の交換関係は生成、消滅演算子のものと同じになっています。αI
n で言えば、αI

n が消滅演算子、
αI
−n(n ≥ 1)が生成演算子です。
　最後にXI がエルミートであることを示しておきます。XI のエルミート共役をとってみると

(XI(τ, σ))† = (xI
0)

† +
√
2α′(αI

0)
†τ − i

√
2α′

∑
n̸=0

1

n
(αI

n)
†einτ cos(nσ)

= (xI
0)

† +
√
2α′(αI

0)
†τ − i

√
2α′(

∞∑
n=1

1

n
(αI

n)
†einτ +

−∞∑
n=−1

1

n
(αI

n)
†einτ ) cos(nσ)

= xI
0 +

√
2α′αI

0τ − i
√
2α′(

∞∑
n=1

1

n
αI
−ne

inτ +

−∞∑
n=−1

1

n
αI
−ne

inτ ) cos(nσ)

= xI
0 +

√
2α′αI

0τ − i
√
2α′(

−∞∑
n=−1

1

−n
αI
ne

−inτ +
∞∑

n=1

1

−n
αI
ne

−inτ ) cos(nσ)

= xI
0 +

√
2α′αI

0τ + i
√
2α′

∑
n̸=0

1

n
αI
ne

−inτ cos(nσ)

= XI(τ, σ)

このようにXI はエルミートになっているのが分かります。途中で αI
n のエルミート共役が

(αI
n)

† = (aIn)
†√n = αI

−n

となっていることを使っています。

・補足
　共変な形での交換関係を示します。共変な形なので、最初のポアソン括弧の式をそのまま演算子に対応させて、
同じ τ での交換関係は

[Xµ(σ, τ), Xν(σ′, τ)] = 0

[Πµ(σ, τ),Πν(σ′, τ)] = [
∂

∂τ
Xµ(σ, τ),

∂

∂τ
Xν(σ′, τ)] = 0

[Xµ(σ, τ),Πν(σ′, τ)] = iηµνδ(σ − σ′)
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となっています。上では光円錐ゲージで求めた ẊI(σ)±X ′I(σ)の交換関係もついでに求めます。これは Ẋµ(σ)±
X ′µ(σ)と変更します。ついでに計算を見やすくするために

1

2
(Ẋµ(σ)±X ′µ(σ)) =

1

2
(
∂

∂τ
± ∂

∂σ
)Xµ = ∂±X

µ

として、∂±X
µ の交換関係を求めることにします。

　まず ∂+X
µ と ∂−X

ν の交換関係を求めます。これは

[∂+X
µ, ∂′

−X
ν ] =

1

4
[(∂τ + ∂σ)X

µ(σ), (∂τ − ∂′
σ)X

ν(σ′)] (∂′
± =

1

2
(
∂

∂τ
± ∂

∂σ′ ) =
1

2
(∂τ ± ∂′

σ))

=
1

4
([∂τX

µ(σ), ∂τX
ν(σ′)]− [∂σX

µ(σ), ∂′
σX

ν(σ′)]

− [∂τX
µ(σ), ∂′

σX
ν(σ′)] + [∂σX

µ(σ), ∂τX
ν(σ′)])

=
1

4
([∂τX

µ(σ), ∂τX
ν(σ′)]− ∂σ∂

′
σ[X

µ(σ), Xν(σ′)]

− ∂′
σ[∂τX

µ(σ), Xν(σ′)] + ∂σ[X
µ(σ), ∂τX

ν(σ′)])

=
1

4
(−∂′

σ[Π
µ(σ), Xν(σ′)] + ∂σ[X

µ(σ),Πν(σ′)])

第一項と第二項は、上でのデルタ関数部分の変形と同じように

∂′
σ[Π

µ(σ), Xν(σ′)] = −iηµν
∂

∂σ′ δ(σ − σ′) = iηµν
∂

∂σ
δ(σ − σ′) (δ(x) = δ(−x))

∂σ[X
µ(σ),Πν(σ′)]) = iηµν

∂

∂σ
δ(σ − σ′)

なので

[∂+X
µ, ∂′

−X
ν ] = 0

同様に

[∂−X
µ, ∂′

+X
ν ] = 0

となります。
　 ∂+X

µ 同士の交換関係を求めます。まず、共役量同士の交換関係を変形すると

[Πµ(σ),Πν(σ′)] = T 2
0 [

∂

∂τ
Xµ(σ),

∂

∂τ
Xν(σ′)]

= T 2
0 [(∂+ + ∂−)X

µ(σ), (∂′
+ + ∂′

−)X
ν(σ′)]

= T 2
0 [∂+X

µ(σ), ∂′
+X

ν(σ′)] + T 2
0 [∂+X

µ(σ), ∂′
−X

ν(σ′)]

+ T 2
0 [∂−X

µ(σ), ∂′
+X

ν(σ′)] + T 2
0 [∂−X

µ(σ), ∂′
−X

ν(σ′)]

= T 2
0 [∂+X

µ(σ), ∂′
+X

ν(σ′)] + T 2
0 [∂−X

µ(σ), ∂′
−X

ν(σ′)]
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なので

0 = T0[∂+X
µ(σ), ∂′

+X
ν(σ′)] + T0[∂−X

µ(σ), ∂′
−X

ν(σ′)] (11)

今度はXµ と Πν の交換関係を同じように変形していくと

[Xµ(σ, τ),Πν(σ′, τ)] = T0[X
µ(σ),

∂

∂τ
Xν(σ′)]

= T0[X
µ(σ), (∂′

+ + ∂′
−)X

ν(σ′)]

= T0[X
µ(σ), ∂′

+X
ν(σ′)] + T0[X

µ(σ), ∂′
−X

ν(σ′)]

これを σで微分して

iηµν
∂

∂σ
δ(σ − σ′) = T0[

∂

∂σ
Xµ(σ), ∂′

+X
ν(σ′)] + T0[

∂

∂σ
Xµ(σ), ∂′

−X
ν(σ′)]

= T0[(∂+ − ∂−)X
µ(σ), ∂′

+X
ν(σ′)] + T0[(∂+ − ∂−)X

µ(σ), ∂′
−X

ν(σ′)]

= T0[∂+X
µ(σ), ∂′

+X
ν(σ′)]− T0[∂−X

µ(σ), ∂′
+X

ν(σ′)]

+ T0[∂+X
µ(σ), ∂′

−X
ν(σ′)]− T0[∂−X

µ(σ), ∂′
−X

ν(σ′)]

= T0[∂+X
µ(σ), ∂′

+X
ν(σ′)]− T0[∂−X

µ(σ), ∂′
−X

ν(σ′)]

ここに (11)を使えば

iηµν
∂

∂σ
δ(σ − σ′) = 2T0[∂+X

µ(σ), ∂′
+X

ν(σ′)]

− iηµν
1

2T0

∂

∂σ
δ(σ − σ′) = [∂−X

µ(σ), ∂′
−X

ν(σ′)]

よって、共変な形では

[∂+X
µ(σ), ∂′

+X
ν(σ′)] = iηµν

1

2T0

∂

∂σ
δ(σ − σ′)

[∂−X
µ(σ), ∂′

−X
ν(σ′)] = −iηµν

1

2T0

∂

∂σ
δ(σ − σ′)

[∂+X
µ(σ), ∂′

−X
ν(σ′)] = [∂−X

µ(σ), ∂′
+X

ν(σ′)] = 0

となります。
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