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個人的に気になったから読んだやつのメモ的なものです。カイラル対称性の回復する温度と非閉じ込め相になる
温度を求める話です。この論文で面倒なのは dual condensateの定義ぐらいです。数値計算もカレント質量を残し
ているために、くり込みの処理で若干面倒になっていますが、それは数値計算の技術的な話なので省きます。
dual condensateについてはそれなりの説明をしますが、それ以外は相当雑に扱います。
これは連続物の一つで、これの前に離散的 (トーラス上)とした arXiv:0904.2700、密度を加えた arXiv:1104.1564
があります。

　カイラル対称性の破れが回復したからといって、ハドロンの閉じ込めがなくなるのかというまだよく分かって
いない話題に触れます。これは言い換えれば、カイラル対称性の回復する温度がクォーク・グルーオンプラズマ状
態を作る臨界温度になっているのかということです。カイラル対称性の破れは閉じ込めというより、カレント質量
から構成子質量を作ることやパイオンの生成なんかを担っているものです。それでも、カイラル対称性の破れに
よる構成子質量の生成はハドロンに閉じ込められていることを間接的に説明します (ハドロン内のクォーク質量を
説明するから)。しかし、閉じ込めがなくなったとき、カイラル対称性の破れが維持されていても致命的な状況に
なっているのかよく分かりません。その逆もです。これを解析している話はいくつもあって、ここではその一つの
結果を説明します。
　やることはカイラル相転移と閉じ込め相転移の臨界温度を Dyson-Schwinger(DS)方程式によって求めるだけで
す (Schwinger-Dyson方程式と並びを逆にしたりしますが、趣味の問題です)。最初に状況説明を簡単にしておき
ます。

• カイラル対称性 (場の量子論の「南部-Jona-Lasinioモデル」参照)

SU(Nf )L ×SU(Nf )Rの変換に対してラグランジアンが不変になっていることを要求します。これは質量項
があると成立しません。対称性に対するオーダパラメータとしてはフェルミオン-反フェルミオンによる真空
期待値 < ψψ >が使われます (カイラル凝縮)。

• ハドロンの閉じ込め (場の量子論の「格子ゲージ理論」参照)

ハドロンの閉じ込めを見るには格子場の理論でのポリヤコフループが便利です。ポリヤコフループはリンク
変数 Uµ の時間方向 U4 によって

L(x) =

Nt∏
n=1

U4(x, n)

ポリヤコフループは中心対称性Z(Nc)を壊すようになっています。ポリヤコフループがゼロのとき (< L(x) >=
0)に閉じ込められているとするので、閉じ込められているとき中心対称性は成立しています。閉じ込められ
ていないとき (< L(x) > ̸= 0)に中心対称性は破れます。

ハドロンに閉じ込められているときは、カイラル対称性は破れているだろうというのが現状の結論なので、各オー
ダパラメータは、臨界温度以下で

⟨ψψ⟩ ̸= 0 , ⟨L(x)⟩ = 0

となっています。なので、カイラル対称性は破れら、中心対称性は成立しています。
　この状況から有限温度に持っていくと、対称性の回復からカイラル対称性は回復し、ポリヤコフループは有限
の値を持つようになります。つまり、もしカイラル対称性の回復とポリヤコフループが値を持つ温度が違うなら

• カイラル対称性の破れた相から破れていない相への相転移 (カイラル相転移)

• 閉じ込め相から非閉じ込め相への相転移 (非閉じ込め相転移)
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という 2つの相転移が存在することになります。ちなみに、クォーク・グルーオンプラズマ状態の 1つのイメー
ジの仕方は、クォークを閉じ込めてるハドロンが複数あるというイメージが、1つの大きな塊の中にクォークとグ
ルーオンが自由に動きまわるイメージに変化するというものです。
　この手の話で最も発展しおり信頼性の高い格子シミュレーションではどうなっているのかというと

• Brookhaven/Bielefeld group　 (arXiv:0710.0354 [hep-lat])

同じ臨界温度：196(3)(MeV)

• Wuppertal（ブッパータール) group (arXiv:0903.4155 [hep-lat])

非閉じ込め相転移：170(7)(MeV)

カイラル相転移：146(5)(MeV)

このように研究者の違いで異なった結果を出しています (数字の後の括弧は誤差で、(3)なら ±3)。格子場での話
になりますが、どちらもフェルミオンを格子上にのせるために staggerdフェルミオンという方法を取っています。
ただ、staggerdフェルミオンを修正する方法が異なっているらしく、それが異なった結果を導いているんじゃな
いかと思われています。もしくは格子間隔の違いによるものなのかです。そして、他の研究グループがフェルミオ
ンに対して、staggerdフェルミオンでなくウィルソンフェルミオンという方法を取って計算したら、2つの臨界温
度は一致するという結果を出しています (arXiv:0910.2392 [hep-lat])。というわけで、格子上にフェルミオンを乗
せる方法によって結果がずれていて、その理由が明確に判明していない現状では格子シミュレーションからも正
確な答えが出てきません。
　というわけで、たとえ他の方法で調べたとしても正しいと言い張ることができないんですが、他の方法でやる
ことで何かしらの情報が得られるかもしれないのでDS方程式で調べる、というのがこの論文です。なので、はっ
きり言ってしまえば、設定と結果だけ分かれば途中の手順なんかどうでもいいんですが、一応論文を追っていき
ます。
　最初に閉じ込めのオーダパラメータをどうやってDS方程式と絡めるのかを説明します。上で見たようにポリヤ
コフループは格子上で定義されているものなので、連続極限で作られている DS方程式でどうやってポリヤコフ
ループを作るのかということになります。そのために、arXiv:0710.0294v1や arXiv:0801.4051v2での dressed ポ
リヤコフループの説明をまずします。カイラル凝縮は、ゲージ場があるときのディラック方程式の演算子部分 D
とすれば

∫
d4x⟨ψ(x)ψ(x)⟩ = −⟨tr[(D +m)−1]⟩G

と書けます (ユークリッド空間、ディラック方程式は (D +m)ψ = 0)。trはDの固有値に対して、⟨ ⟩G はフェル
ミオンの積分 DψDψを行った後の経路積分、mがクォーク質量です。ようは、ψ(x)ψ(x)が expの外にいる経路
積分で DψDψ を行った後の形です。右辺にマイナスがついているのは、伝播関数の定義が ⟨ψ(x)ψ(y)⟩になって
いることから分かると思います (同時刻交換関係からマイナスが出てくる)。
　ここでのディラック演算子部分Dを格子上で表現して話を進めるんですが、簡単のためにただのラプラシアン
だとします。ゲージ場がいるときの格子上でのラプラシアンは、結果だけを使うことにして

∆(x, y) = (8 +m2)δx,y −
4∑

µ=1

(Uµ(x)δx+µ̂,y + U†
µ(x− µ̂)δx−µ̂,y)

となっています (x, yは 4次元格子上の点 )。Uµはリンク変数で、µ̂は µ方向に格子 1つ分移動することを表す記
号です。なので、格子間隔 aと 4次元格子上での単位ベクトル eµ を使えば µ̂ = aeµ となっています。これを

∆(x, y) =
1

κ
(1− κH(x, y)) , H =

4∑
µ=1

(Uµ(x)δx+µ̂,y + U†
µ(x− µ̂)δx−µ̂,y)

κ =
1

8 +m2

と書き換えます。これを∆(x, x)として逆にすると、単純な展開から
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∆−1(x, x) =

∞∑
j=0

κj+1Hj(x, x)

ここでHj(x, x)を見てみると、クロネッカーデルタから分かるように、リンク変数は隣り合った格子点との間し
か繋いでいません。そうすると、例えばH2(x, x)では 2個のリンク変数によって、xから xに戻ってこないとい
けないような構造になっています。つまり、Hj(x, x)は各リンク変数の数に対応する閉じたループを形成します。
このことを時間方向を中心に考えることにします。
　ポリヤコフループとの対応がしりたいので、時間の出発点を t1、終点を Nt として、Nt + 1 = t1 となるような
周期性があるとし、U(x, t2)U

†(x, t2)のような中心対称性を持つような組み合わせは可能だが意味がないとしま
す。そうすると、時間の始点 t1から出発して t1に戻るには、U4(t1), U4(t2), · · · , U4(Nt)のリンク変数が必要にな
ります (もしくは逆に進む U†

4 (t1 − 4̂), U†
4 (t2 − 4̂), · · · , U†

4 (Nt − 4̂))。空間成分には周期性がないのでリンク変数と
そのエルミート共役が作用しながら xから xに戻ってきます。
　この動きかたから、∆−1(x, x)は、時間 n1、位置 xから時間Nt、位置 xに到達できるあらゆるリンク変数の組
み合わせ (言い換えれば、閉じたループ)を取ったものに対応するということのように思えます。しかし、まだ不
完全です。これでは、時間 t1 から時間 Nt に到達したとしても、位置が xに到達していない場合が考慮されてい
ないからです。時間が Nt + 1 = t1 でも位置が x′ にいたらまだ閉じたループを形成していません。このとき、単
に空間成分のリンク変数だけが作用して x′ から xに行かなければいけないという縛りもないので、時間も t1 か
ら t2, t3 · · · へとまた動いていけます。なので、もう一度Nt に到達することができ、x′ が xに到達するまで、何
回でも t1からNtに進むことができます。この t1からNtに何回到達したかを nとすれば、その巻き数 n(時間方
向に紐を巻いているようなイメージなので巻き数と呼びます)によって、閉じたループを区別できます。そうする
と、∆−1(x, x)は巻き数 0のときに可能な閉じたループ+巻き数 1のときに可能な閉じたループ+· · · のようにな
るはずなので

Tr∆−1(x, x) =
∑
x

tr∆−1(x, x) =
∑
n∈Z

∑
l∈Ln

κ|l|+1tr
∏

(y,µ)∈l

Uµ(y)

このように書けます。トレースは何かしらの自由度に対してです。Ln は巻き数 nの閉じたループの集まりで、l
はその閉じたループを表し、|l|はループの長さで、(y, µ) ∈ lは閉じたループ lを作る組み合わせに関して Uµ(y)
の積を取れということです。
　重要なことは巻き数 1のとき、これはポリヤコフループを含んでいることです。巻き数 1は、一度だけ t1 から
Ntに行くので、位置が xからずれずに xにいくなら、ポリヤコフループそのものになります。今の場合はポリヤ
コフループだけでなく、途中で位置がずれる U4(x, t1)U4(x, t2)Ui(x, t3)U

†
i (x, t3)U4(x, t4) · · ·U4(x, Nt)みたいな

のもいます。
　このままの形だと何回巻いているのかの区別ができないので、時間の端のリンク変数を

eiϕU4(x, Nt)

と変更します。こうすれば一回巻くたびに eiϕ がくっつくことになるので

∑
x

tr∆−1
ϕ (x, x) =

∑
n∈Z

eiϕn
∑
l∈Ln

κ|l|+1tr
∏

(y,µ)∈l

Uµ(y)

となります。これをさらに ϕと巻き数 qによってフーリエ変換すれば (V = N3Nt、N は位置の格子数 )

pq =
1

V

∫ 2π

0

dϕ

2π
e−iϕqTr∆−1 =

1

V

∑
n∈Z

δn,q
∑
l∈Ln

κ|l|+1tr
∏

(y,µ)∈l

Uµ(y)

=
1

V

∑
l∈Lq

κ|l|+1tr
∏

(y,µ)∈l

Uµ(y)

となって、巻き数 qによって定義される量として書くことが出来ます。
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　この話の重要なことは途中で言ったように、巻き数 1がポリヤコフループの変化版になっている点です。この
ため、巻き数 1の P1 を dressed　ポリヤコフループと言います。dressed ポリヤコフループは、巻き数が 1であ
るために変換 Z(Nc)

U4(x, t) ⇒ zU4(x, t) (z = ei2πn/Nc , n = 0, 1, 2, . . . , Nc − 1)

に対してポリヤコフループと同じように

P1 ⇒ zP1

と変換されます。この性質から P1 を閉じ込めのオーダパラメータとして使用することができます。
　ここではラプラシアンでやってきましたが、ディラック演算子でやっても同様の格好になって、Z(Nc)に対し
て同じように振舞います。
　というわけで、長々と説明してきましたが、ディラック演算子が (steggerd フェルミオンの場合)

tr[(Dϕ +m)−1] =
1

m

∑
l∈Lq

s(l)eiϕq

(2am)|l|
tr

∏
(y,µ)∈l

Uµ(y)

と書け (aは格子間隔、s(l)は各 lでの符号)、これがカイラル凝縮に対応することから

Σn =

∫ 2π

0

dϕ

2π
e−iϕn⟨ψψ⟩ϕ

というのを使うことにし (無限大の連続空間なので、格子体積はなくなります)、dual quark condensate(直訳すれ
ば双対クォーク凝縮)と呼びます。これの Σ1 は dressed ポリヤコフループなので、中心対称性に対してポリヤコ
フループと同じように振舞うことから、閉じ込めのオーダパラメータにすることができます。⟨ψψ⟩ϕ での ϕ依存
性は、格子上の時間の端で導入されたものなので、フェルミオンに対して

ψ(x, β) = eiϕψ(x, 0)

という周期性をかすことに対応します。この周期性は有限温度でのフェルミオンの反周期性を一般化したものに
なっています (ϕ = πで反周期性)。
　カイラル対称性の破れのオーダパラメータは ⟨ψψ⟩なので特に新しいもの導入する必要はないですし、dual quark
condensateとフェルミオンの周期性を見て分かるように ⟨ψψ⟩ϕ=π が通常のカイラル凝縮に対応します。
　次にクォークのDS方程式ですが論文の (7)式を見てください。厳密なクォーク伝播関数の形は S−1 = iγ4wnC+
iγipiA+Bとしています。(7)式の右辺第二項のくり込み定数の塊はクォーク・グルーオン頂点のくり込み定数 Z1

の

Z1 =
Z2Z̃1

Z̃3

に対応します。Z2, Zm はクォーク場と質量、Z̃1 はゴースト・グルーオン頂点、Z̃3 はゴースト場のくり込み定数
です。ここでは Z̃1 = 1とし、Z̃3 はクォーク・グルーオン頂点の形から打ち消すようにしています。
　注意点は周期的条件が ψ(x, β) = eiϕψ(x, 0)となっているために、松原振動数が

ωp(nt, ϕ) = 2πT (nt +
ϕ

2π
)

と変更されている点です。
　 DS方程式の導出はゼロ温度なら「シュウィンガー・ダイソン方程式～QED～」、有限温度なら「カイラル対称
性の回復」を見てください。くり込み定数ありの場合は、「くり込み～QED～」での最後のほうにQEDのくり込
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み定数ありでのラグランジアンがあるのでそれを見れば、なんでこんな風にくり込み定数が出てくるのかが分か
ると思います。クォーク伝播関数の表面的な構造はQEDでの電子伝播関数と同じなので、くり込み定数の出方は
同じになります。
　DS方程式を解くためには、グルーオン伝播関数とクォーク・グルーオン頂点の情報が必要なので、それを加え
ます。グルーオン伝播関数には格子シミュレーションの結果を流用します。これは論文での図 1、図 2に対応する
関数形を作ってやろうというもので、式 (10)がそれです。使っている格子シミュレーションはクエンチ近似での
SU(2)ヤン・ミルズ理論での結果になっています (カラーNc が 2)。
　クォーク・グルーオン頂点には、Slavnov-Tayler恒等式を満たすために ball-Chiu型の頂点の Aγµ/2を有限温
度版に変更したものを使って、そこにメソンの質量とかを再現できるように作られた部分を加えています。
こうして作られた C,A,Bに対する方程式は appendix Aに載っていて、これを解くことで厳密なクォーク伝播関
数が求まります。
　準備ができたので臨界温度の計算に移るんですが、その前にさらに準備がいります。この論文ではラグランジ
アンの段階でカレント質量を残しているために、最初からカイラル対称性は厳密に破れています。そのため、カ
イラル対称性の破れた相から破れていない相への変化は相転移とはいえなくなり、クロスオーバ (ポテンシャルに
飛びがなくなる)となります。閉じ込めの方はカレント質量のありなしに関わらずクロスオーバになっています。
　このため、オーダパラメータを見ても相が変化したことが分かりません。なので、オーダパラメータの変化の
仕方を見て、それが急激に変化し最大値になる地点を相が変わった温度だとするという方法を使います。そのため
にカイラル感受率 (chiral susceptibility)と呼ばれる

χ =
∂

∂m
⟨ψψ⟩

これを元にします。これのくり込み版が (14)式です。カレント質量による微分になっているのは、カレント質量
の大きさによる相構造を調べるときに使われるものだからです (格子シミュレーションの話で必ず出てくるmu,d

とmsによる相図)。で、今は温度なので、これの類似として (15)式を使うということです。(16)式はクォーク伝
播関数を使って、それに付随するクォーク場のくり込み定数 Z2 がついたものです。
　後は細かな数値計算上の話なので、それは飛ばして結果にいきます。結果は図 3の右側と表 2にまとまってい
て、温度の変化に対する場合では、閉じ込めは T = 308(2)(MeV)、カイラル対称性は T = 301(2)(MeV)です。図
3の左側は DS方程式をトーラス上 (空間にも周期性を課している)で計算したものです。この結果から閉じ込め
相転移とカイラル相転移の臨界温度はずれていることが分かります。
さらに、この論文での売りは、カイラル極限を計算したら、閉じ込め相転移は T = 299(3)(MeV)、カイラル相転
移は T = 298(1)(MeV)となって誤差範囲内で一致した結果が得られた点です。つまり、2つのずれを作っている
のはクォークのカレント質量なのじゃないかという予想が立てられたことになります。しかし、なんでカレント質
量がきいているのかは分かっていないようです。
　論文内で、カレント極限を取ったときについでにしている話もしておきます (IV.Bと図 4の左側)。カレント質
量が大きければ、⟨ψψ⟩ϕ は

∆(ϕ) =
∑
n=0

a cos(nπ)

で ϕ依存性を近似できます (⟨ψψ⟩ϕは全ての巻き数のループを持っている)。これは (2)式の eiϕnから予想できる
ことです。また、ループの長さが長いほど 1/mがかかってくるためにmが大きいときにはただのポリヤコフルー
プに近似できることは、質量が大きいときは cos(nϕ)の nが小さくても十分近似できることに対応します。質量
を下げていくと、ϕ = π周辺で平坦になってきますが、a cos(nπ) (n > 1)の寄与を加えていくことで近似できま
す。なので、巻き数の多いループからの寄与が効いてくることに対応します。しかしm = 0の極限では、より平
坦になり ϕ = π ± Lで微分が非連続になるようです (Lは平坦域の長さの半分)。これは (2)がm = 0では有効で
ないことを示すことになります。
　カイラル相転移温度の ϕ依存性も示しています。ϕ = 0, 2πではカイラル凝縮が温度の増加によって増加してい
ます (図 4の右側)。
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